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1. Opis i właściwości sygnałów i systemów 
1.1. Opis i właściwości sygnałów 
Sygnał czasu ciągłego 

 

Sygnał czasu dyskretnego 
 

 

 

 
 

Refleks sygnału czasu ciągłego 

 Rys. 1.2 
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Przesunięcie sygnału czasu ciągłego 

 Rys. 1.4 
 

Przesunięcie sygnału czasu dyskretnego 

Funkcja jednostkowa 
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Implus Diraca 
Funkcja pomocnicza 

 Rys. 1.7 
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Funkcja pomocnicza dla mniejszego ε  
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Definicja impulsu Diraca 
 

 ( ) ( )tt ε∆δ
ε 0
lim
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=  
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Całkowanie funkcji pomnożonej przez 
przesunięty impuls Diraca 
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Zależności pomocnicze 
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Dyskretna funkcja jednostkowa 
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Próbka jednostkowa (impuls jednostkowy) 
 

Definicja 
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 Rys. 1.10 
 

Reprezentacja sygnału czasu ciągłego 
 

Przykładowy sygnał czasu ciągłego ( )tx  
aproksymowany funkcją schodkową 

 

 Rys. 1.11 
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Opis aproksymującego impulsu prostokątnego dla  
( )1+∈ kk t,tt  

 
 ( ) ( )kk tttx −ε∆ε  

 Rys. 1.12 
 

Opis aproksymowanego schodowo sygnału ( )tx  
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0→ε ,  τ→kt ,  τ - zmienna ciągła,  ( ) ( )tt δ∆ε →  
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Wzór splotowy określający sygnał czasu ciągłego 
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Reprezentacja sygnału czasu dyskretnego 
Przykład sygnału czasu dyskretnego 

 Rys. 1.13 
 

Opis sygnału z rys. 1.13 
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Opis równoważny 
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Wzór splotowy określający sygnał czasu dyskretnego 
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1.2. Opis i właściwości systemów 

Klasyfikacja systemów 
System określamy jako operację matematyczną 

przekształcającą sygnał wejściowy w sygnał wyjściowy 
 

System czasu ciągłego 

System czasu dyskretnego 

Definicja 
System czasu ciągłego jest liniowy, jeżeli zachodzi 

zależność 
 

 ( ) ( ) ( ))()()()( 22112211 txfctxfctxctxcf +=+  

 

System czasu dyskretnego jest liniowy, jeżeli zachodzi 

zależność 

 ( ) ( ) ( ))()()()( 22112211 nxfcnxfcnxcnxcf +=+  
 

System czasu ciągłego, przekształcający sygnał 

wejściowy ( )tx  w sygnał wyjściowy ( )ty , jest 

stacjonarny, jeżeli jego odpowiedzią na sygnał ( )htx −  

jest ( )hty − , dla każdego t i dowolnego h. 

System czasu dyskretnego, przekształcający sygnał 

Rys. 1.14(a) 
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wejściowy ( )nx  w sygnał wyjściowy ( )ny , jest 

stacjonarny, jeżeli jego odpowiedzią na sygnał 

( )Nnx −  jest ( )Nny − , dla każdego (całkowitego) n i 

dowolnego (całkowitego) N. 
 

Odpowiedź liniowego i stacjonarnego 
systemu czasu ciągłego 

 

System pobudzany różnymi sygnałami wejściowymi 

 

 

Opis 

aproksymowanego 

funkcją schodową 

sygnału z rys. 1.11  
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Odpowiedź systemu na sygnał wejściowy ( )tε∆  

 ( ) ( )tht ∆ε∆ →  

 

Odpowiedź systemu na sygnał wejściowy opisany 

wzorem (1.18) 
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Przypadek graniczny 0→ε  
 

    0→ε           ( ) ( )tt δ∆ε →             ( ) ( )thth →∆  

Odpowiedź systemu na sygnał wejściowy ( )tx  

pokazany na rys. 1.11 
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Odpowiedź systemu na dowolny sygnał wejściowy 

( )tx  
 

 ( ) ( ) ( ) τττ d∫
∞
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−= thxty  (1.21) 

 

Odpowiedź liniowego i stacjonarnego 
systemu czasu dyskretnego 

 
System pobudzany różnymi wymuszeniami 
 

 Rys. 1.16 
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Reprezentacja splotowa dowolnego systemu 
wejściowego 
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Odpowiedź systemu na różne pobudzenia 
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2. Transformacja Laplace’a 
2.1. Zależności podstawowe 

( )tf  - funkcja czasu ciągłego 
Definicja 

 ( ) ( ) ttfsF st de
0

−
∞

∫=  (2.1) 

ωσ j+=s  - zmienna zespolona (pulsacja 

zespolona) 

 ( ) ( )( )tfsF L=  

 ( ) ( )( )sFtf 1−=L  
 

Warunek istnienia transformaty Laplace’a 
 

Istnieją 0>M  i 0>c , takie, że 
 

 ( ) ctMtf e≤    dla każdego   0>t  

Przykład 2.1 
 

 ( ) attf e= ,   a – liczba rzeczywista 

 

Transformata Laplace’a funkcji ( )tf  
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Przykład 2.2 

( )t1  - funkcja jednostkowa 
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Transformacja Laplace’a funkcji określonych dla 

( )∞∞−∈ ,t  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Rys. 2.1 
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2.2. Podstawowe właściwości transformacji 
Laplace’a 

Jednoznaczność 
Z równości 

 ( )( ) ( )( ) ( )sFtftf == 21 LL  
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Funkcje ( )tf1  i ( )tf2  mogą być różne tylko w 

punktach nieciągłości 

Liniowość 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )sFcsFctfctfc 22112211 +=+L  (2.4) 

Dowód 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )sFcsFcttfcttfc

ttfctfctfctfc

stst

st

2211
0

22
0

11

0
22112211

dede

de

+=+=

=+=+

−
∞

−
∞

−
∞

∫∫

∫L
 

Przykład 2.3 

 ( )ttt ωωω jj ee
2
1cos −+=  

( )

( ) ( )

2222

jj

jj

2
2
1

j
1

2
1

j
1

2
1

e
2
1e

2
1

e
2
1e

2
1cos

ωωωω

ω

ωω

ωω

+
=

+
=

+
+

−
=

=+=

=





 +=

−

−

s
s

s
s

ss

t

tt

tt

LL

LL

 



 

16 
Sygnały i systemy dynamiczne. Część I 

 

 

Podobnie otrzymujemy 

 ( ) 22sin
ω

ωω
+

=
s

tL  (2.5) 

Liniowość odwrotnej transformacji Laplace’a 
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Transformata pochodnej 
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Przykład 2.4 
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Transformata całki 

 ( ) ( )sF
s

f
t 1d
0

=






∫ ττL  (2.8) 
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wówczas zachodzi 

 
( ) ( ) ( ) ( ) 0d0oraz

d
d 0

0
=== ∫ ττfgtf

t
tg

 

Na podstawie właściwości dotyczącej transformaty 

pochodnej: 

 ( ) ( ) ( )ssG
t
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




=

d
dL  

Stąd wynika 

 ( ) ( )sF
s
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Przykład 2.6 
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Przykład 2.7 
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Korzystając z właściwości dotyczącej transformaty 

całki otrzymujemy 
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=τδL  
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Twierdzenie o przesunięciu 
Rozpatrujemy funkcje ( )tf , ( ) ( )t1tf  oraz ( ) ( )h-t1htf −  

 Rys. 2.2 

Zachodzi zależność 

 ( ) ( )( ) ( )sFhthtf sh−=−− e1L  (2.11) 

Dowód 
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Przykład 2.8 

Dany sygnał ( )tf  

 Rys. 2.3 

Wyrażamy ( )tf  w zależności od funkcji jednostkowej 

 ( ) ( ) ( )htttf −−= 11  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )shsh

sss
httsF −− −=−=−−= e11e1111L  

Twierdzenie o wartościach granicznych 

 ( ) ( )ssXx
s ∞→

+ = lim0  (2.13) 

 ( ) ( )ssXtx
st 0
limlim
→∞→

=  (2.14) 

2.3. Odwrotna transformata Laplace’a 

( )sF  - funkcja wymierna o stopniu licznika mniejszym 

od stopnia mianownika 

 ( ) ( )( )∑
∞

= =
=

1
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j

st
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j
 (2.15) 

Biegun prosty (pojedynczy) funkcji ( )sG  
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limres  (2.16) 
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Biegun l-krotny funkcji ( )sG  
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Przykład 2.9 
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Rozkład na ułamki proste 
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Rozkład funkcji ( )sF  na bieguny proste 

 ( ) ∑
= −

=
m

l l

l

ps
ksF

1
 (2.20) 

Mnożymy obie strony równania (2.20) przez ( )1ps −  

 ( ) ( ) ( )1
2

11 ps
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k
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m

l l

l −
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+=− ∑
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 (2.21) 

Stąd wynika 

 ( ) ( )sFpsk
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1
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→

 

Ogólnie 
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 (2.22) 

Przykład 2.10 

Dana funkcja wymierna 
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Rozkład funkcji ( )sF  na ułamki proste 
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Biegun dwukrotny 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )mpspsps

snsF
−−−

=
K2

2
1

 (2.23) 

Rozkład funkcji ( )sF  na ułamki proste 
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∑
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+
−

+
−

=
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Obliczenie współczynnika 11k  

 ( ) ( ) 11
2
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Obliczenie współczynnika 12k  

( ) ( )
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l
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2

1d
d

lim
1

ksFps
sps

=−
→

 (2.26) 
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Wyznaczenie funkcji ( )tf  

 

( ) ( )( )

( ) ∑
=

−−−

−









−

+







−

+








−
=

==

m

l l

l

ps
k

ps
k

ps
k

sFtf

2

1

1

121
2

1

111

1

LLL

L
 

( )
( ) ∑

=

− ++








−
=

m tp
l

tp lkk
ps

ktf
2l

122
1

111 ee 1L  (2.27) 

Obliczenie pierwszego członu po prawej stronie 
równania (2.27) 

 
( ) ( ) 









−
=









−
−−

2
1

1
112

1

111 1
ps

k
ps

k LL  

Zależności pomocnicze 

 ( ) 2
1
s

t =L  (2.28) 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )ksGtgtg tkskt −== −−
∞

∫ ee
0

L  (2.29) 

Na podstawie (2.28) i (2.29) 

 
( )

tpt
ps

1e1
2

1

1 =








−
−L  (2.30) 

Uwzględniając (2.30) w (2.27) otrzymujemy 

 ( ) ∑
=

++=
m

l

tp
l

tptp lkktktf
2

1211 eee 11  (2.31) 

Przykład 2.11 

Dana funkcja  

 ( )
( )( )221

3
2 +++

+
=

sss

ssF  
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Wyznaczanie biegunów funkcji ( )sF  

 ( ) ( ) 0221 2 =+++ sss  

 j1j11 2321 +−==−−=−= ∗pppp  

Rozkład ( )sF  na ułamki proste 

 ( )
j1j11

321

−+
+

++
+

+
=

s
k

s
k

s
k

sF  (2.32) 

Wyznaczanie współczynników 321 kk,k  

( ) ( ) 2
22

3
lim1lim 211

1 =
++

+
=+=

−→−→ ss
ssFsk

ss
 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) °

=+−=
−+−−−

+−−
=

=
−++

+
=++=

+−→+−→

4153j

j1j1
2

e5
2
1j2

2
1

j1j1j
3j1

j11
3

limj1lim

.

ss ss
ssFsk

 

( )
( ) ( ) °−∗

−−→
==−+= 4153j

2
j1

3 e5
2
1j1lim .

s
ksFsk  

Podstawiamy 321 kk,k  w (2.32) i wyznaczamy 
transformatę 

( ) ( ) ( )t.t.ttf j14153jj14153j ee5
2
1ee5

2
1e2 −−−+−− °°

++=  

 
( ) ( )( )

( )°−−

+−−

−+=

=+=
°

4153cose5e2

eeeR5e2 j14153j

.t

tf
tt

t.t
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2.4. Podstawy rachunku operatorowego 

Równanie prądowego prawa Kirchhoffa w dziedzinie 

czasu 

 ( ) 0=∑ ti k  (2.33) 

 ( )( ) ( )0LL =∑ tik   

Równanie prądowego prawa Kirchhoffa w dziedzinie 

częstotliwości 

 ( ) 0=∑ sIk  (2.34) 

Równanie napięciowego prawa Kirchhoffa w dziedzinie 

częstotliwości 

 ( ) 0=∑ sUk  (2.35) 

Rezystor 

Równanie w dziedzinie czasu 

 ( ) ( )tRitu =  (2.36) 

Równanie w dziedzinie częstotliwości 

 ( ) ( )sIRsU =  (2.37) 

Cewka 

Równanie w dziedzinie czasu 

 ( ) ( )
t
tiLtu

d
d

=  (2.38) 

 ( )( ) ( )






=

t
tiLtu

d
dLL  
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Równanie w dziedzinie częstotliwości 

 (0)-)(=)( iLsILssU  (2.39) 

Dla ( ) 00 =i : 

 )(=)( sILssU  (2.40) 

Kondensator 

Równanie w dziedzinie czasu 

 ( ) ( ) ( ) ττ d10
0
∫+=
t
i

C
utu  (2.41) 

Równanie w dziedzinie częstotliwości 

 ( ) ( ) ( )sI
sCs

usU 10
+=  (2.42) 

Dla ( ) 00 =u  

 ( ) ( )sI
sC

sU 1
=  (2.43) 

Impedancja operatorowa 

 

( )
( ) ( )sZ
sI
sU

=  (2.44) 

 

 

 Rys. 2.4 

 ( ) ( ) ( )
sC

sZsLsZRsZ CLR
1

===  

 

U(s) 

I(s)

zerowe  

warunki  

początkowe
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Model cewki 

 ( )0-)(=)( LisILssU  (2.45) 

Obwód opisany równaniem (2.45) 

 Rys. 2.5 

Model kondensatora 

 ( ) ( ) ( )sI
sCs

usU 10
+=  (2.46) 

 

Obwód opisany równaniem (2.46) 

 Rys. 2.6 

Transmitancja operatorowa systemów linio-
wych i stacjonarnych 

( ) ( )
( )sX
sYsH =  (2.47) 

( ) ( )sHsH ∗∗ =  (2.48) 

 
 Rys. 2.7 

Li(0)ZL=sL I(s) 

V(s) 

( )
s

u 0  sC
ZC

1
=

I(s) 

U(s)

Y(s)

y(t)x(t) 

X(s) 

zerowe  

warunki  

początkowe
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Transmitancja widmowa 

 ( ) ( ) ωω jj == s,sHH  (2.49) 

 ( ) ( ) ( )ωωω jjjj HeHH ∠=  

 ( ) ( )ωω jj- ∗= HH  (2.50) 

Przykład 2.12 

 Rys. 2.8 

 ( ) ( )
( )sI
sI

sH
s

0=  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )sIsCR
ssCRIsI

sIsIsI Cs

0

00

0

1+=
=+=

=+=
 

 ( )

C

s
CR

s
CR

sCR
sH

ω
+

=
+

=
+

=
1

1
1

1

1
1

 ,     
RCC
1

=ω  

 ( )








+

=

C

jH

ω
ω

ω
j1

1
 

Odpowiedź impulsowa i jednostkowa 
Odpowiedź impulsowa 

 ( ) ( ) ( ) 1=→= sXttx δ  

i0(t) C is(t) 

iC(t) R



 

29 
Sygnały i systemy dynamiczne. Część I 

 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )sHsXsHsY ==  (2.51) 

 ( ) ( ) ( )( )sHthty 1−== L  (2.52) 

Odpowiedź jednostkowa 

 ( ) ( ) ( )
s

sXttx 11 =→=  

 ( ) ( ) ( ) ( )
s
sHsXsHsY ==  (2.53) 

 ( ) ( )






= −

s
sHty 1L  (2.54) 
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3. Transformacja Fouriera 
3.1 Wiadomości podstawowe 
Definicja 

 
Transformata Fouriera 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−

−== ttxXtx tdej)( jωωF   (3.1) 

 

Odwrotna transformata Fouriera 

( ) ( ) ( )∫
∞

∞−
== ωω

π
ω ω dej

2
1)j( j tXtxX1-F  (3.2) 

 

 

Transformata Fouriera (3.1) przekształca 

sygnał ( )tx  w dziedzinie czasu w sygnał 

( )ωjX  w dziedzinie częstotliwości 

Przykład 3.1 

Rys. 3.1 

2
a

2
a

−

A 

0 t 

x(t) 
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( )

.
a

a
aAaA

AA

AtAjX

aa
aa

a

a
t

a

a

t

ω

ωω
ω

ωω

ω
ω

ωω
ωω

ωω

2
1

2
1sin

2
sin2

j2
ee2ee

j

e
j

de

2
j

2
j

2
j

2
j

2

2

j2

2

j

==

=
−

=












−−=

=−==

−
−

−

−

−

−∫

 

 

 ( )
a

a
aAX

ω

ω
ω

2
1

2
1sin

j =  (3.3) 

x
xx sincsin =  

 Rys. 3.2 

 

4π x 2π 0 π 

1 

xcsin  

-π -4π -3π -2π 3π 
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Wykres transformaty Fouriera sygnału z rys. 3.1 

w funkcji pulsacji ω 

 Rys. 3.3 

Widmo amplitudowe i fazowe 

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) .tttxtttx

ttttxttxX t

∫ ∫

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−

−=

=−==

dsinjdcos

djsincosdej j

ωω

ωωω ω

 

 

( ) ( )∫
∞

∞−
= ωω Utttx dcos     ( ) ( )∫

∞

∞−
= ωω Vtttx dsin  

 

 ( ) ( ) ( )ωωω VUjX j−=  

 

 ( ) ( )ωω UU =−      ( ) ( )ωω VV −=−  

 

 ( ) ( ) ( )ωωω VUjX j+=−  

a
π6

−
a
π6

a
π8

0 

a
π4

a
π2

a
π4

−
a
π8

−

ω

aA 
( )ωjX

a
π2

−
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( ) ( )ωω jj −= XX            ( ) ( )ωω jj −−∠=∠ XX  
 

( )ωjX                  ( )ωjX∠  

 
widmo amplitudowe,           widmo fazowe, 
parzysta funkcja ω              nieparzysta funkcja ω 
 

3.2. Właściwości transformacji Fouriera 
Liniowość 

 ( ) ( ) ( )txctxctx 2211 +=  (3.4) 
 

( ) ( ) ( ) ( )ωωω jj)(j 2211 XcXctxX +==F  (3.5) 
 

Transformata Fouriera dowolnej kombinacji liniowej 

sygnałów ( )tx1  i ( )tx2  jest taką samą kombinacją 

liniową ich transformat Fouriera ( )ωj1X  i ( )ωj2X . 

Skalowanie 

 ( ) 





=
α
ω

α
α j1)( XtxF  (3.6) 

α - liczba rzeczywista 
 
Dowód 
 

0>α           tu α=  

 

( ) ( ) ( )







=

=== ∫∫
∞

∞−

−∞

∞−

−

α
ω

α

α
αα α

ω
ω

j1

de1de)(
jj

X

uuxttxtx
utF

 

 

0<α  

 

( ) ( ) ( )







=

=
−

== ∫∫
∞−

∞

−∞

∞−

−

α
ω

α

α
αα α

ω
ω

j1

de1de)(
jj

X

uuxttxtx
utF
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Przypadek szczególny 1−=α  
 
 ( ) ( )ωj)( −=− XtxF  (3.7) 
 

Przykład 3.2 
 
 
 
 
 
 

 Rys. 3.4 

Ekspansja sygnału w dziedzinie czasu powoduje 
kompresję w dziedzinie częstotliwości i odwrotnie. 

a
2

1
− a

2

1

A 

0 
t 

x(t) 

(a) 

Aa 

ω 
a
π4

a
π20 

a
π4

−
a
π2

−

( )( ) ( )ωjXtx =F

(b) 











tx

2
1

A 

t 0 a -a

(a) 

2 A a 

0 

a
π− a

π
a
π2−

ω 
a
π2

( )ω2j2
2
1 Xtx =














F

(b)
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Twierdzenie o przesunięciu w dziedzinie czasu 
 

Sygnał ( )tx ,   sygnał przesunięty ( )0ttx −  

 

  ( ) ( )ωj)( Xtx =F  

 

  ( ) ( )ωω je)( 0j
0 Xttx t−=−F  (3.8) 

 
Dowód 
 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )∫

∫

∞

∞−

−−−

∞

∞−

−

−−=

=−=−

0
jj

0

j
00

dee

de)(

00 ttttx

tttxttx

ttt

t

ωω

ωF

 

Podstawienie 0ttu −=  

 

 
( ) ( )

( )ωω

ωω

je

dee)(

0

0

j

jj
0

X

uuxttx

t

ut

−

∞

∞−

−−

=

==− ∫F
 

 

Wniosek 

( ) ( ) ( )ωωω ωω jjeje 00 jj XXX tt == −−
 

 

Widmo amplitudowe sygnału przesuniętego jest 
takie samo jak sygnału oryginalnego 
 

 ( ) ( ) 0
j )j()j(e 0 tXXt ωωωω −∠=∠ −
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Twierdzenie o przesunięciu w dziedzinie 
częstotliwości 

 
 ( ) ( )ωj)( Xtx =F  

 

 ( ) ( ))(je)( 0
j 0 ωωω −= Xtx tF  (3.9) 

 
Dowód 
 

( )
( ) ( )∫

∫

∞

∞−

−−

−
∞

∞−

−==

==

)(jde)(

dee)(e)(

0
j

jjj

0

00

ωωωω

ωωω

Xttx

ttxtx

t

tttF

 

 

Przykład 3.3 
 
Modulacja amplitudowa 
 

 ( ) ( ) ttxtg 0cosω=  (3.10) 

 

         ( )tx  - wiadomość,        t0cosω  - nośnik 

 

 
2
eecos

00 jj

0

tt
t

ωω
ω

−+
=  

 

 ( ) ( ) ( ) tt txtxtg 00 jj e
2
1e

2
1 ωω −+=  
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Na podstawie twierdzenia o przesunięciu w dziedzinie 
częstotliwości 

( ) ( ) ( ))j(
2
1)j(

2
1)( 00 ωωωω ++−= XXtgF  (3.11) 

 

Transformata Fouriera sygnału niosącego wiadomość 

 Rys. 3.6 

 Rys. 3.7 
 
Transformata Fouriera sygnału ( )tg  składa się z 

dwóch połówek transformaty Fouriera sygnału ( )tx , z 
których jedna jest przesunięta o 0ω  a druga o 0ω−  

 
 

X (jω)

ω 0 

( )( )0j
2
1 ωω +X

( )( )tgF

ω ω0 -ω0

( )( )0j
2
1 ωω −X
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Twierdzenie o różniczkowaniu 
 
 ( ) ( )ωj)( Xtx =F  
 

 
( ) ( )ωω jj X

dt
tdx

=





F  (3.12) 

 
Dowód 
Odwrotna transformata Fouriera 
 

 ( ) ( )∫
∞

∞−
= ωω

π
ω dej

2
1 j tXtx  

 

( ) ( ) ( ) ( )ωωωωω
π

ω jj
d

ddejj
2
1

d
d j X

t
txX

t
tx t =






= ∫

∞

∞−
F  

Uogólnienie 

 
( ) ( ) ( )ωω jj

d
d X

t
tx n

n

n

=F  (3.13) 

 

Twierdzenie o transformacie splotu 
 

Splot sygnałów ( )tx1  i ( )tx2  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) τττ d2121 −=∗= ∫
∞

∞−
txxtxtxtx  (3.14) 

 

Transformata Fouriera splotu sygnałów ( )tx1  i ( )tx2  

 

 ( ) ( ) ( )ωω jj)( 21 XXtx =F  (3.15) 
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3.3. Uogólniona transformacja Fouriera 
 

( )tδ  - impuls Diraca 

 ( ) ∫
∞

∞
=

−− ===
-

F 1ed)e()(
0

jj
t

tt ttt ωωδδ  

 ( ) 1)( =tδF  (3.16) 

 

Transformacja przesuniętego impulsu Diraca 
 

 ( ) 0j
0 e)( ttt ωδ −=−F  

 

Dana transformata Fouriera ( ) ( )ωδω =jF  pewnej 
funkcji ( )tf  

 

Funkcję ( )tf  określa odwrotna transformata Fouriera 

 

( ) ( ) ( )

ππ

ωωδ
π

ωδ

ω
ω

ω

2
1e

2
1

de
2
1)(

0
j

j1

==

===

=

∞

∞−
∫

t

t-tf F
 

 

 ( )ωδ
π

=






2
1

F  

 

 ( ) ( )ωπδ21 =F  (3.17) 
 

Dana transformata Fouriera ( ) ( )ωδω =jF  pewnej 
funkcji ( )tf  

( ) ( ) ( )

tt

t-tf

0

0

jj

j
00

1

e
2
1e

2
1

de
2
1)(

ω

ωω
ω

ω

ππ

ωωωδ
π

ωωδ

−

−=

∞

∞−

==

=+=+= ∫F
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 ( ) ( )0
j 2e 0 ωωπδω +=− tF  (3.18) 

 

 ( ) ( )0
j 2e 0 ωωπδω −=tF  (3.19) 

 

Transformata Fouriera funkcji t0cosω  

 

 ( )ttt 00 jj
0 ee

2
1cos ωωω −+=  

 

( ) ( ))()(cos 000 ωωδωωδπω ++−=tF  (3.20) 

 

Obraz graficzny transformaty Fouriera funkcji t0cosω  

 

 

 

 Rys. 3.8 
 

Transformata Fouriera funkcji t0sinω  

( ) ( )

( )

( ))()(j

)()(
j

ee
j2

1sin

00

00

jj
0

00

ωωδωωδπ

ωωδωωδπ

ω ωω

−−+=

=+−−=

=







−= − ttt FF

 

0 

( )t0cosωF

0ω− 0ω ω

( )0ωωπδ −( )0ωωπδ +
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 ( ) 0)(sinRe 0 =tωF  (3.21) 
 

( ) ( ))()((sinIm 000 ωωδωωδπω −−+=t)F  (3.22) 
 

Obraz graficzny transformaty Fouriera funkcji t0sinω  

 Rys. 3.9 

3.4. Transformacja Fouriera funkcji 
okresowych 
 

Rozkład funkcji okresowej ( )tx  w szereg Fouriera 

 ( ) ∑
∞

−∞=
=

k

tk
kc~tx 0je ω  (3.23) 

 

kc~  - współczynniki wykładniczej postaci szeregu 
Fouriera 

 ( ) ∫ ∑
∞

∞−

−
∞

−∞=






= tc~X t

k

tk
k deej jj 0 ωωω  

 

( ) ( )tk

k
k

k

ttk
k c~tc~X 00 jjj edeej ωωωω ∑∑ ∫

∞

−∞=

∞

−∞=

∞

∞−

− =





= F  

 

 ( ) ( )0
j 2e 0 ωωπδω ktk −=F  

0

( )( )t0sinIm ωF

0ω− 0ω ω

( )0ωωπδ −−

( )0ωωπδ +
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 ( ) ( )02j ωωδπω kc~X
k

k −= ∑
∞

−∞=
 (3.24) 

Przykład 3.4 

Dany sygnał okresowy ( )ts  

 Rys. 3.10 
 

 ( ) ( )∑
∞

−∞=
−=

k
skTtts δ  (3.25) 

Rozkład sygnału ( )ts  w wykładniczy szereg Fouriera 

 

 ( )
s

s
s

T

T

tk

s
k TT

tt
T

c~
s

s

s πωδ ω 21de1 2

2

j === ∫
−

−
 

 

 ( ) ∑
∞

−∞=
=

k

tk

s

s

T
ts ωje1

 (3.26) 

 

Transformata Fouriera sygnału ( )ts  

 

( ) ( ) ( )∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=
−=−=

k
ss

k
s

s
kk

T
S ωωδωωωδπω 2j  (3.27) 

 

 

t sT3− sT2sT

( )ts  

0 sT− sT3sT2−
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Obraz graficzny transformaty Fouriera sygnału ( )ts  

 Rys. 3.11 
 

3.5. Odpowiedź systemu 
Dany system liniowy i stacjonarny 

 Rys. 3.12 

Odpowiedź systemu w dziedzinie czasu 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )∫

∫
∞

∞−

∞

∞−

−=

=−=∗=

τττ

τττ

d

d

txh

thxthtxty
 (3.28) 

Odpowiedź systemu w dziedzinie częstotliwości 

 ( ) ( ) ( )ωωω jXjHjY =  (3.29) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
ω

ω

ωωω

js
s

st

tt

sHteth

tthtthH

=
=

∞
−

∞

∞−

∞
−−

==

===

∫

∫ ∫

j0

0

jj

d

dedej
 

 

Wyznaczanie transmitancji widmowej 
 ( ) ( )

ω
ω

js
sHjH

=
=  (3.30) 

 

 

Y(jω) X(jω) 

y(t) x(t) 

sωsω sωsωsωsωsω

sω3− sω2sω

( )ωjS  

0 sω− ωsω3sω2−



 

44 
Sygnały i systemy dynamiczne. Część I 

 

 

Przykład 3.5 
Dany układ liniowy 

 Rys. 3.13 

 ( ) ( )ttu t
i 1e 2−=  

Wyznaczenie transmitancji operatorowej 

 ( ) ( )
( )sU
sUsH

i

0=  

 ( ) ( ) ( )
1

1
11

0 +
=⋅

+
=

s
sU

s
s

sUsU ii  

 ( )
1

1
+

=
s

sH  

Transmitancja widmowa 

( ) ( ) ω
ω ωω

ω
1jarctg

2j e
1

1
j1

1j
−−

= +
=

+
== ssHH (3.31) 

 

Transformata Fouriera sygnału wejściowego 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

.

t

ttttuU

tjt

ttt
ii

2
jarctg

2

0

2

0

j2

j2j

1

e
4

1

j2
1e

j2
1de

de1edej

ω

ωω

ωω

ω

ωω

ω

−−

∞
+−

∞
+−

∞

∞−

∞

∞−

−−−

+
=

=
+

=
+

−==

===

∫

∫ ∫

 

( ) ( ) ( )ωφωω j
00 ejj UU =  

1Ω 

ui(t) u0(t)1F 
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( ) ( ) ( )ωωω jjj0 iUHU =  

 

Widmo amplitudowe sygnału ( )tu0  

 

 ( ) ( )( )220 41
1j

ωω
ω

++
=U  

 

Widmo fazowe sygnału ( )tu0  

 

 ( )
2

tgarctgarc ωωωφ −=  

 

 

 

 

Widmo amplitudowe sygnału ( )tu0  

 
 Rys. 3.14 
 
 
 

( )ωj0U
0.5

ω 0
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Widmo fazowe sygnału ( )tu0  

 
 Rys. 3.15 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-π 

π 

φ(ω) 

ω 
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4. Transformacja Fouriera sygnałów dyskretnych (DTFT) 
 

4.1. Wprowadzenie 
 

Transformata Fouriera sygnału ciągłego 

( ) ( ) ttxX tdej jωω −
∞

∞−
∫=  

 

( )smTx  - spróbkowany sygnał ( )tx  

 ( ) ( ) s
mT

m
s TmTxX sωω jej −

∞

−∞=
∑≅  (4.1) 

 

s
s f

T~ ωωω ==  - pulsacja znormalizowana 

 

Oznaczenie: ( ) ( )mxmTx s =  

Transformata Fouriera sygnału dyskretnego ( )mx  

 ( ) ( ) m~

m

~ mxX ωω jj ee −
∞

−∞=
∑=  (4.2) 

Przykład 4.1 

Dany sygnał dyskretny 

 ( ) ( ) 1<= amuamx m  

Transformata Fouriera sygnału ( )mx  

 ( ) ( )∑∑
∞

=

−−
∞

=
==

0

jj

0

j eee
m

m~~m

m

m~ aaX ωωω  

 ( )
ω

ω
~

~

a
X j

j

e1
1e

−−
=  
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Przykład 4.2 
 

Transformata Fouriera próbki jednostkowej 

 ( ) ( ) 1ee jj == ∑
∞

−∞=

−

m

m~~ mX ωω δ  

 

4.2. Właściwości transformacji Fouriera 
sygnałów dyskretnych 
 

Okresowość 

 ( )( ) ( )ωπω ~~ XX j2j ee =+  (4.3) 

 

Dowód 

 

( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( )ωω

πω

πωπω

~~m

m

m~m

m

~m

m

~

Xmx

mx

mxX

jj

2jj

2j2j

ee

ee

ee

=
−

∞

−∞=

−−
∞

−∞=

+−
∞

−∞=

+

∑

∑

∑

=

==

==

 

Liniowość 
 ( ) ( ) ( )mxamxamx 2211 +=  

 

 ( ) ( ) ( )ωωω ~~~ XaXaX j
22

j
11

j eee +=  

 

Przesunięcie 
 ( )mx  

( ) ( )0mmxmx̂ −=  przesunięty o 0m  sygnał ( )mx  
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Transformata Fouriera sygnału przesuniętego 

 

( ) ( )

( ) ( ) ωω

ωω

~m~mm

m

~m

m

~

mmx

mmxX̂

00 jj
0

j
0

j

ee

ee

−−−
∞

−∞=

−
∞

−∞=

∑

∑

−=

=−=
 (4.4) 

0mmk −=  

 
( ) ( )

( )ωω

ωωω

~~m

~k

k

~m~

X

kxX̂

jj

jjj

ee

eee

0

0

−

−
∞

−∞=

−

=

== ∑
 (4.5) 

Przykład 4.3 

( ) ( )0mmmx −= δ  ,     ( ) ωω ~m~X 0jj ee −=  
 

Przesunięcie w dziedzinie częstotliwości 

 ( )mx                              ( )ω~X je  

 ( ) ( ) 0je ωmmxmx̂ =  
 

Transformata Fouriera sygnału ( )mx̂  

 

( ) ( )

( ) ( )

( )( )0

0

0

j

j

jjj

e

e

eee

ωω

ωω

ωωω

−

−−
∞

−∞=

−
∞

−∞=

=

==

==

∑

∑

~

~m

m

~mm

m

~

X

mx

mxX̂

 (4.6) 

 

Transformata splotu 
Dany splot sygnałów ( )mx  i ( )my  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=
−=∗=

k
kmykxmymxmw  (4.7) 
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Transformata splotu 

 ( ) ( ) ( )ωωω ~~~ YXW jjj eee =  (4.8) 
 

Twierdzenie Parsevala 

 ( ) ( )∫∑
−

∞

−∞=
=

π

π

ω ω
π

~Xmx ~j

m
de

2
1 22

 (4.9) 

 

4.3. Odpowiedź dyskretnych systemów 
liniowych i stacjonarnych 
 

( )mh  - odpowiedź systemu na próbkę jednostkową 

 Rys. 4.1 

Odpowiedź systemu w dziedzinie czasu 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

−∞=
−=∗=

k
kmxkhmxmhmy  

 

Na podstawie twierdzenia o transformacie splotu 

otrzymujemy odpowiedź systemu w dziedzinie 

częstotliwości 

 

 ( ) ( ) ( )ωωω ~~~ XHY jjj eee =  (4.10) 

 
 
 
 
 

 

y(m)x(m)
h(m) 
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5. Dyskretna transformacja Fouriera (DFT) 
5.1. Wiadomości podstawowe 
Definicja:  

Dany ciąg { }mf  liczb rzeczywistych lub zespolonych:  

 110 −Nf,,f,f K  

Dyskretna transformata Fouriera jest ciągiem { }nF  

 110 −NF,,F,F K  

gdzie 

 ∑
−

=

− −==
1

0
1210

N

m

mn
mn N,,,,nwfF K  (5.1) 

 Nw
π2j

e=  

 

Odwrotna dyskretna transformata Fouriera 

 ∑
−

=
−==

1

0
12101 N

n

mn
nm N,,,,mwF

N
f K  

Właściwości DTF 
Dla ciągu utworzonego z liczb rzeczywistych i 

dowolnego { }110 −∈ N,,,n̂ K  zachodzi 

 ∗
− = n̂n̂N FF  (5.2) 

Przykład 5.1 

Dla ciągu 
32dla110dla2 ,mf,mf mm ====  

wyznaczyć DFT 

Ponieważ 4=N , więc jee 2
j

4
2j

===
ππ

w  
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Ze wzoru definicyjnego wynika 

 

( ) .

fF

nnn

nnnmn

m
mn

j1j22

jjj22j 32
3

0

+−++=

=+++==

−

−−−−

=
∑

 (5.3) 

Podstawiając do zależności (5.3) 3210 ,,,n =  

otrzymujemy 

oo 45j
32

45j
10 e2j10e2j16 =+===−== − F,F,F,F

 

nF  - widmo amplitudowe sygnału { }mf  

( )nF∠  - widmo fazowe sygnału { }mf  

 
 
 
 
 

Obraz graficzny ciągu { }mf  

 
 
 
Rys. 5.1 

 

 

 

Widmo amplitudowe sygnału z rys. 5.1 
 

Rys. 5.2 

 

 

m0 1 2 3 4

mf

1  

2  

n0 1 2 3 4

nF

2

6
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Widmo fazowe sygnału z rys. 5.1 

 Rys. 5.3 
 

5.2. Ciągi okresowe o okresie N 

Dyskretną transformatę Fouriera określa się dla 

ciągu N liczb odpowiadającego okresowi 

 

Liniowość DFT 

DFT kombinacji liniowej sygnałów { }mf  oraz { }mg  

 { } { }mmm gfh βα +=  

jest taką samą kombinacją liniową ich transformat 

 { } { }nnn GFH βα +=  

Dowód 

 
( )

nn
mn

N

m
m

mn
N

m
m

mn
N

m
mmn

GFwg

wfwgfH

βαβ

αβα

+=+

+=+=

−
−

=

−
−

=

−
−

=

∑

∑∑
1

0

1

0

1

0
 

 

 

 

n2 1 3 40

( )nF∠

o45

o45−  
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Twierdzenie o przesunięciu 

Dany sygnał okresowy { }mf  mający dyskretną 

transformatę Fouriera { }nF . 

Dyskretna transformata Fouriera sygnału przesuniętego 

 { }kmf +      wynosi     { } { }n
kn

n FwH =  (5.4) 

Przykład 5.2 

Dane ciągi okresowe 

 { } { } { } { }11000011 ,,,g,,,,f mm ==  

Wyznaczenie dyskretnej tarnsformaty Fouriera 

ciągu { }mf  

  4=N                   je 4
2j

==
π

w  

 ∑∑
=

−−

=
==

1

0

3

0
j

m

mnmn

m
mn wfF  

 j10j12 3210 +==−== F,F,F,F  

Bezpośrednie wyznaczenie dyskretnej transformaty 

Foureira sygnału { }mg  

 ∑∑
=

−−

=
==

3

2

3

0
j

m

mnmn

m
mn wgG  

j10j12 3210 −−==+−== G,G,G,G  

 

Zależności pomiędzy sygnałami { }mf  i { }mg  

 2−= mm fg  
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Wyznaczenie dyskretnej transformaty Fouriera sygnału 

{ }mg  na podstawie twierdzenia o przesunięciu 

 n
n

n
n

n FFwG 22 j−− ==  

.FFG

,FG,FG,G n

j1j

0j1j2

33
6

3

22
2

10

−−=−==

==+−===
−

−

 

 

Splot okresowy sygnałów { }mf  i { }mg  o tym 

samym okresie N 
Definicja 

 mn

N

m
mnnn gfgfh −

−

=
∑=∗=

1

0
 (5.5) 

 

 

Twierdzenie o splocie okresowym 
Dyskretna transformata Fouriera sygnału  

 nnn gfh ∗=  

wynosi 

 nnn GFH =  (5.6) 
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6. Próbkowanie sygnałów ciągłych 
6.1. Sygnał spróblowany impulsowo 
Założenie: sygnały o ograniczonym paśmie 

częstotliwości 

smTt =  

 Rys. 6.1 

Sygnał spróbkowany impulsowo 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )∑

∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−=

=−=

m
s

s
m

s

mTttx

mTtmTxtx̂

δ

δ
 (6.1) 

Widmo sygnału spróbkowanego impulsowo 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) tmTttx

tmTttx

ttx̂X̂

m
s

t

t

m
s

t

de

de

dej

j

j

j

∫ ∑

∫ ∑

∫

∞

∞−

∞

−∞=

−

∞

∞−

−
∞

−∞=

∞

∞−

−

−=

=





 −=

==

δ

δ

ω

ω

ω

ω

 (6.2) 

 

sT4 t sT2sT

( )tx

0 sT− sT3
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( ) ( )∑
∞

−∞=
−=

m
smTtts δ  - sygnał okresowy o okresie sT  

 

Rozkład ( )ts  w szereg Fouriera 

 ( ) ∑
∞

−∞=
=

υ

υω t

s

s

T
ts je1

 (6.3) 

 

 ( ) ( )∫ ∑
∞

∞−

∞

−∞=

−








= t

T
txjX̂ t

s

t s de1e jj

υ

υωωω  (6.4) 

 

 ( ) ( ) ( )( )∫ ∑
∞

∞−

∞

−∞=

−−=
υ

υωωω ttx
T

X̂ t

s

s de1j j  (6.5) 

 

 ( ) ( )∑
∞

−∞=
−=

υ
υωωω )j(j ss XTX̂  (6.6) 

 

Przykład 6.1 

Widmo sygnału o ograniczonym paśmie 
częstotliwości 

 Rys. 6.2 

 

2
sω

2
sω

− 0ω0ω−
0 ω

( )ωjX
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Widmo sygnału spróbkowanego impulsowo 

pomnożone przez sT  dla 02
ωω

>s  

 Rys. 6.3 

 

 

 Rys. 6.4 

 

 ( ) ( ) ( )ωωω jjj HX̂X =  (6.7) 

 

sωsω−

( ))j( sX ωω −( )ωjX( ))j( sX ωω +

( ) sTX̂ ⋅ωj

2
sω−

2
sω0ω ω 0ω−  0 

Ts 

( )ωjH

-ωc ωc ω 0

(b)

( )ωjX)(jωX̂
( )ωjH

(a)
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Widmo sygnału spróbkowanego impulsowo 

pomnożone przez sT  dla 02
ωω

<s . 

Zjawisko aliasingu. 

 Rys. 6.5 

 

 

 

6.2. Twierdzenie o próbkowaniu (Shannona) 
 

Niech ( )tx  będzie sygnałem czasu ciągłego o 

ograniczonym paśmie częstotliwości ( )00 ωω ,− . 

Niech sygnał ( )tx  będzie reprezentowany za pomocą 

próbek ( )smTx  wyznaczonych z częstotliwością 

próbkowania 
s

s T
f 1
= , czyli pulsacją ss fπω 2= . 

Jeżeli 02ωω >s , to sygnał ( )tx  może być dokładnie 

odtworzony na podstawie próbek ( )smTx . 

 

 

 

( ) sTX̂ ⋅ωj

ω0

2
sω

2
sω

−
-ωs ωs ω 0 -ω0
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Sygnały nie spełniające warunku ograniczonego 

pasma częstotliwości 

 Rys. 6.6 

 

 

Filtr anty-aliasingowy 

  
 

 

( )ωjX

ω 0 

1 

( )ωjH

-ωc ωc ω 0

-ωc ωc 0

X (jω)

ω 0

Rys. 6.7 

Rys. 6.8 
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7. Transformacja Z 
 

7.1. Wiadomości podstawowe 
Definicja 

( )nx  - ciąg liczbowy (sygnał dyskretny) 
z – zmienna zespolona 
 

 ( ) ( )∑
∞

=

−=
0n

nznxzX  (7.1) 

 
Oznaczenie transformaty Z 
 
 ( )( ) ( )zXnxZ =  
 
Odwrotna transformata Z 
 
 ( ) ( )( )zXZnx 1−=  
 

Transformata Fouriera ciągu skończonego 
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) NzNxzxzxxzX −−− ++++= K21 210  (7.2) 

 
Przykład 7.1 
 
Dana próbka jednostkowa (impuls jednostkowy) 
 

 ( )




≠
=

=
0n
0

dla
dla

0
1 n

nδ  (7.3) 

 

Transformata Z próbki jednostkowej 
 

 ( )( ) 1=nZ δ  (7.4) 
 
Przykład 7.2 
 
Dany sygnał dyskretny 
 

 ( ){ } { }K,a,a,nx 21=  
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Transformata Z sygnału ( )nx  

 ( ) ∑
∞

=

−− 





=+++=

0

2211
n

n

z
azaazzX K  (7.5) 

( )zX  jest granicą szeregu geometrycznego (7.5) 

 ( )
az

z

z
a

zX
−

=
−

=
1

1
 (7.6) 

Dla 1=a  sygnał ( )nx  staje się dyskretną funkcją 
jednostkową 
 
Na podstawie (7.6) otrzymujemy 

 ( )( )
1

1
−

=
z

znZ  (7.7) 

 
 

7.2. Właściwości transformacji Z 
 
Liniowość 

( ) ( )nx,nx 21  - sygnały dyskretne, 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )nxZzX,nxZzX 2211 == , 21 c,c  - stałe 

 
Zachodzi zależność 
 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )zXczXcnxcnxcZ 22112211 +=+  (7.8) 
 
Wniosek: transformacja Z jest operacją liniową 
 
Przykład 7.3 
 
Wyznaczyć transformatę Z sygnału 
 
 ( ) ( ) ( )nn ..nx 50230 −=  
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Korzystając z liniowości transformacji Z oraz ze wzoru 
(7.6) otrzymujemy 
 

 ( ) ( )
( ) ( )5030

10
50

2
30 .z.z

.zz
.z

z
.z

zzX
−−

−−
=

−
−

−
=  

 

Reguła różniczkowania 
 

Transformacja Z sygnału ( )nx  

 ( ) ( )∑
∞

=

−=
0n

nznxzX  

Pochodna funkcji ( )zX  

 
( ) ( )∑

∞

=

−−−=
0

1d
n

nnznx
dz

zX
 

Po przekształceniach 

 
( ) ( ) ( )( )nnxZnznx
z
zXz

n

n ==− ∑
∞

=

−

0d
d

 

Wzór pozwalający wyznaczyć transformatę Z sygnału 

( )nn  

 
( ) ( )( )nxnZ
z
zXz =−

d
d

 (7.9) 

Przykład 7.4 

Dany sygnał dyskretny 

 ( ) { }K,,,,nx 3210=  

Sygnał ( )nx  wyrażony w kategoriach funkcji 

jednostkowej ( )n1  

 ( ) ( )nnnx 1=  

gdzie 

 ( )




≥
<

=
0dla1
0dla0

1
n
n

n  
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Obliczenie transformaty Z sygnału ( )nx  

 ( )( ) ( )( ) ( )( )nZ
z

znnZnxZ 1
d
d1 −==  (7.10) 

Transformata Z sygnału ( )n1  

 ( )( )
1

1
−

=
z

znZ  (7.11) 

Transformata Z sygnału ( )nx  obliczona ze wzoru 

(7.10), przy uwzględnieniu (7.11) 

 ( ) ( )( )
( )21−

==
z

znxZzX  (7.12) 

Przykład 7.5 

Dany sygnał dyskretny 

 ( ) { }nTnx ωje−=  (7.13) 

Postać równoważna 

 ( )nTnT ωω jj ee −− =  
Podstawienie 
 aT =− ωje  
 

Obliczanie transformaty Z sygnału (7.13) na podstawie 
wzoru (7.6) 

 ( ) T
nT

z
zZ ω

ω
j

j

e
e −
−

−
=  (7.14) 

Analogicznie 

 ( ) T
nT

z
zZ ω

ω
j

j

e
e

−
=  (7.15) 

 

Korzystając z (7.14) i (7.15) obliczamy transformatę Z 

sygnału ( )TnTnTn ωωω jj ee
2
1cos −+=  

 

 ( ) 







−
+

−
= − TT z

z
z

zTnZ ωωω jj ee2
1cos  (7.16) 
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Przesunięcie sygnału 

Dany sygnał ( )nx , pokazany na rys. 7.1 

 Rys. 7.1 

 

Sygnał przesunięty ( )2−nx  

 Rys. 7.2 
 

Transformata Z sygnału ( )( )2−nxZ  

 ( )( ) ( )( )nxZzznxZ 2112 −− ++−=−  

x(n)

n
0 1

1

-2

2

2

-1

3

3-3 4-1

x(n-2)

n0 1-1

1

-2

2

2

-1

3

3 6-3 4 5
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Ogólnie 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )zXzzxzkxkx

knxZ
kk −−−− +−+++−+−=

=−
11 11 K

 

Jeżeli ( ) 0=nx  dla 0<n , to 

 ( )( ) ( )zXzknxZ k−=−  (7.18) 

 

7.3. Odwrotna transformacja Z 

 ( ) ( )( ) ( )∫ −− ==
C

n zzzXzXZnx d
j2

1 11

π
 

C – krzywa zamknięta na płaszczyźnie zmiennej 

zespolonej z obejmująca początek układu współrzę-

dnych, leżąca w obszarze zbieżności i mająca 

orientację przeciwną do ruchu wskazówek zegara 

Właściwość liniowości 
Odwrotna transformata Z jest operacją liniową 

Obliczanie odwrotnej transformaty Z funkcji wymiernych 

Przykład 7.6 

Dana funkcja wymierna 

 ( )
( )( )8040 .z.z

zzX
−−

=  

Obliczenie funkcji 
( )
z
zX

 i jej rozkład na ułamki proste 

 
( )

( )( ) 80408040
1 21

.z
k

.z
k

.z.zz
zX

−
+

−
=

−−
=  

( ) ( ) 5240lim
40

1 .
z
zX.zk

.z
−=−=

→
 

( ) ( ) 5280lim
80

2 .
z
zX.zk

.z
=−=

→
 

(7.17)
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 ( )
80

52
40

52
.z

z.
.z

z.zX
−

+
−

−=  

Na podstawie liniowości odwrotnej transformaty Z oraz 
wzoru (7.6): 
 ( ) ( ) ( )nn ....nx 80524052 ⋅+⋅−=  
 

7.4. Splot dyskretny 
Dane sygnały ( )nx1  oraz ( )nx2  

Założenie 
 ( ) ( ) 021 ≡= nxnx  dla ujemnych n 
Teza 
 ( ) ( )( ) ( ) ( )zXzXnxnxZ 2121 =∗  (7.19) 
Dowód 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )L

L

+++⋅

⋅+++=

==

−−

−−

2
2

1
22

2
1

1
11

21

210

210

zxzxx

zxzxx

zXzXzX

 (7.20) 

( )zX  jest transformatą Z pewnego sygnału ( )nx  

 ( ) ( ) ( ) ( ) L+++= −− 21 210 zxzxxzX  (7.21) 

Porównanie odpowiednich współczynników wyrażeń 

(7.20) i (7.21) 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

LLLLLLLLLLLLLLLLLL

0211202
01101

000

212121

2121

21

xxxxxxx
xxxxx

xxx

++=
+=

=

 

Ogólnie 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
L,,,n

nxnxmnxmx

mnxmxnx

m

n

m 210

0
2121

0
21

=
∗=−=

=−=

∑

∑
∞

=

=

 

(7.22)
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7.5. Systemy dyskretne, liniowe i stacjonarne 
Dany system dyskretny o odpowiedzi na próbkę 

jednostkową, ( )nh  

( )nx  - sygnał wejściowy, ( ) 0=nx  dla 0<n ; 

( )ny  - sygnał wyjściowy 

Zachodzi wzór (1.23): 

 ( ) ( ) ( )knhkxny
k

−= ∑
∞

−∞=
 

Ponieważ ( ) 0=nx  dla 0<n : 

 ( ) ( ) ( )knhkxny
k

−= ∑
∞

=0
 (7.23) 

Na podstawie (7.19): 

 ( ) ( ) ( )zXzHzY =  (7.24) 

Dany system opisany równaniem różnicowym 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )pp −++−+=

=−++−+
nxbnxbnxb

knyanyanya k

L

L

1
1

10

10  (7.25) 

( )nx  - sygnał wejściowy, ( )ny  - sygnał wyjściowy 

Założenie: 

( ) 0=nx  dla 0<n , ( ) 0=ny  dla 0<n  

Wyznaczamy transformatę Z obu stron równania (7.25) 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )zXzbzXzbzXb

zYzazYzazYa
p

k
k

−−

−−

+++=

=+++

pL

L
1

10

1
10

 

Stąd wynika 

 
( )
( ) k

k

p
p

zazaa
zbzbb

zX
zYH −−

−−

+++

+++
==

L

L
1

10

1
10  (7.26) 

 

( )zH  - transmitancja systemu dyskretnego 
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Przykład 7.7 

Dany jest system dyskretny opisany równaniem 

różnicowym 

 ( ) ( ) ( )nxnyny 312 =−− ,       ( ) 01 =−y , (7.27) 

gdzie 
 ( ) ( )nnx 1=  

Wyznaczamy transformatę Z obu stron równania (7.27) 

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )( )nZyzYzzY 1312 1 ⋅=−+− −  (7.28) 

Uwzględniając 

 ( )( )
1

1
−

=
z

znZ  

w równaniu (7.28) otrzymujemy 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )21

3

121

3 2

1 −−
=

−−
=

− zz

z

zz

zzY  

Obliczamy odwrotną transformatę Z funkcji ( )zY  

 
( )

2
16

1
13

−
+

−
−=

zzz
zY

 

 ( )
2

6
1

3
−

+
−

−=
z

z
z

zzY  

Korzystając z (7.6) i (7.7) znajdujemy 

 ( ) ( )( ) nzYZny 2631 ⋅+−== −  

Poddając obie strony równania (7.27) transformacji Z 

otrzymujemy 

 ( ) ( ) ( )zXzYzzY 32 1 =− −  

Stąd  

 ( ) ( )
( ) 2

3
21
3

1 −
=

−
==

− z
z

zzX
zYzH  (7.29) 
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Reprezentacja systemów dyskretnych za 
pomocą schematów blokowych 
Elementy schematów blokowych 

Blok 

a
ax(n) x(n) 

   

1−z
x(n-1)x(n)

 
Węzeł sumacyjny 

 

( )nx2  

( )nx1 ( ) ( )nxnx 21 +

 
Węzeł rozgałęźny 

 
( )nx  

( )nx  ( )nx  

 

Przykład 7.8 

Utworzyc schemat blokowy systemu opisanego 

równaniem różnicowym (7.27) 

Równanie (7.27) przepisujemy w postaci 

 ( ) ( ) ( )123 −+= nynxny  

Schemat blokowy 
 

( )ny  

( )ny

1−z( )1−ny

3x(n) 

2

3
x(n)

2y(n-1) 

 
 Rys. 7.3 
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7.6. Rozwiązywanie równań różnicowych 
Przykład 7.9 

Dane jest równanie różnicowe 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11101221 −⋅−=−−−− n.nnynyny  

z warunkami początkowymi 

 ( ) ( ) 50211 .y,y =−−=−  

 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )zXzx.zX

zYzzyy

zYzyzY

1

21

1

110
122

1

−

−−

−

+−−=

=+−+−−

−+−−

 (7.30) 

gdzie 

 ( ) ( )nnx 1=     ( )
1−

=
z

zzX     ( ) ( ) 0111 =−=−x  

 

Stąd wynika 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) .
z

.z
z

zz.

zyyyzYzz

1
10

1
101

1222121

1

121

−
−

=
−

−=

=−−−−−−−−

−

−−−

 

Podstawiamy warunki początkowe I rozwiązujemy 

równanie (7.31) względem ( )zY  

 

( )

( )( )
( )

( )( )( )211
212
211

212
21

1
10211

2

21

1

21

1

−+−
+−

=

=
−−−

++−
=

=
−−

−
−

+−+−
=

−−

−

−−

−

zzz
z.zz

zzz
zz.

zz
z

.zz
zY

 

(7.31) 
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Obliczamy odwrotną transformatę Z funkcji ( )zY  
rozkładając funkcję ( ) zzY  na ułamki proste 
( )

( ) ( ) ( ) 211211
212 321

2

−
+

−
+

+
=

−−+

+−
=

z
K

z
K

z
K

zzz
z.z

z
zY

 

Wyznaczamy współczynniki 1K , 2K , 3K  

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( )

( ) ( )
( )( ) 60

11
212

lim2lim

450
21
212

lim1lim

850
21
212

lim1lim

2

22
3

2

11
2

2

11
1

.
zz
z.z

z
zYzK

.
zz
z.z

z
zYzK

.
zz
z.z

z
zYzK

zz

zz

zz

=
−+
+−

=−=

−=
−+
+−

=−=

=
−−
+−

=+=

→→

→→

−→−→

 

Otrzymujemy 

 ( )
2

60
1

450
1

850
−

+
−

−
+

=
z

z.
z

z.
z

z.zY  (7.32) 

Korzystając ze wzorów (7.6) i (7.7) otrzymujemy 

( )
( ) ( ) K,,n.n..

ny
nn 1026014501850 =⋅+⋅−−=

=
(7.33) 

Schemat blokowy systemu opisanego równaniem (7.33) 

 Rys. 7.4 

1−z

x(n) y(n) 

1−z  

1−z
2

10 .−
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7.7. Porównanie transformacji Z oraz 
transformacji Fouriera (DTFT) 
Transformata Fouriera sygnału dyskretnego ( )mx  
wynosi 

 ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
m

m~~ mxX ωω jj ee  (7.34) 

Jeżeli ( ) 0=mx  dla 0<m , to wzór (7.34) przyjmuje 

postać 

 ( ) ( )∑
∞

=

−=
0

jj ee
m

m~~ mxX ωω  (7.35) 

Transformata Z tego samego sygnału ( )mx  wynosi 

 ( ) ( ) m

m
zmxzX −

∞

=
∑=

0
 (7.36) 

Porównując (7.35) i (7.36) otrzymujemy 

 ( ) ( ) ω
ω

~
~

z
zXX j

j

e
e

=
=  (7.37) 

 


