Michat Tadeusiewicz
Sygnaly i systemy

dynamiczne
Czesé |

Zadanie nr 32 - Dostosowanie kierunku Automatyka i Robotyka
do prowadzenia studiow niestacjonarnych
(z wykorzystaniem e-learningu)

KAPITAL LUDZKI A ROPERY

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI FUNDUSZ SPOLECZNY

Prezentacja multimedialna
wspolfinansowana przez Uni¢ Europejska
w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

w projekcie

wInnowacyina dvdaktyka bez ograniczen

— zintegrowany rozwdj Politechniki Lodzkiej -
zarzqdzanie Uczelniq,

nowoczesna oferta edukacyjna

i wzmacniania zdolnosci do zatrudniania

0sob niepetnosprawnych”

)l Politechnika todzka

Instytut Automatyki

90-924 £édz, ul. Zeromskiego 116,
tel. 042 631 28 83
www. kapitalludzki.p.lodz.pl




1. Opis i wlasciwosci sygnatow i systeméw
1.1. Opis i wlasciwosci sygnatéow

Sygnat czasu ciggtego
A x(t)

/\/ Rys. 1.1a
>
t
Sygnat czasu dyskretnego
A x(nTs)
Rys. 1.1b

-Ts 0 Ts 2Ts |3Ts 4Ts 5Ts nTs
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Refleks sygnatu czasu ciggtego

A X(®). x(-1)
x(-f) x(t)
A /AN — >
-t1 -t -to 0 to t t1 t
Rys. 1.2
Refleks sygnatu czasu dyskretnego
A x(n) A x(-n)

- - | .
2 1 o |12 3 7% 3 2 [1]o1 2

b

@ Rys. 1.3 )
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Przesuniecie sygnatu czasu ciggtego
A x(t), x(t-to)

to>0
x(t) x(t-to)
T >
0 to t
Rys. 1.4

Przesuniecie sygnatu czasu dyskretnego
A x(n), x(n-no)

x(n) x(n-no)

Rys. 1.5

* L
Ny n0+1 n0+2 n0+3 n
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Funkcja jednostkowa
Definicja
1(t)=0  dla t<0
(1.1)
1(t)=1  dla t>0
AT1®
1
0 "
Rys. 1.6
t=0 jest punktem nieciggtosci
funkcji jednostkowej
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Implus Diraca
Funkcja pomocnicza

At

1
&
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Funkcja pomocnicza dla mniejszego ¢

A4 ()
A
|
ol e t
Rys. 1.8
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Definicja impulsu Diraca
5(t)= lim A4.(t)

>0
5(t) = 0 dla t=0 13)
“loo dla t=0 '
Ta(t)dt =1 a>0 (1.4)

Catkowanie funkcji pomnozonej przez
przesuniety impuls Diraca

[F(t)S(t —t,)dt (1.5)

Zaleznosci pomocnicze

F(t)o(t—to)=Flty)5 (t—to) (1.6)
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Té(t —t,)dt =1. (1.7)
Stad N
[f(t)o(t—t,)dt =f(t,) (1.8)
Dyskretna funkcja jednostkowa
Definicja
(n)=0  dla n<0
(1.9)
(n)=1  dla n>0
A 1(n)
1 |
* . -
2 1 101 2 3 4 n
Rys. 1.9
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Probka jednostkowa (impuls jednostkowy) Reprezentacja sygnatu czasu ciggtego
Definicja Przyktadowy sygnat czasu ciagtego x(t)
5(n)=0 dla n=0 aproksymowany funkcjg schodkowg
1.10
s(n)=1  dla n=0 (110
A x(®)
d
A 3(n)
d
1..
to t1 tz O tk tk+1 tk+2 T
3 2 1 ]o 1 2 3 e Rys. 1.11
e=t, -t k=0,12,---
Rys. 1.10
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Opis aproksymujgcego impulsu prostokatnego dla
te (t/w tk+1)

x(t )ea, (t-t,)

O tk t k+1 t

Rys. 1.12
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Opis aproksymowanego schodowo sygnatu X(t)
S x(t,)ed, (t—t,) (1.13)
k=0

¢ —>0, t, >, r-zmiennaciagta, 4, (t)— 5(t)
x(t) = Tx(r)5(t —7)dr  t>t, (1.14)
to
ty > —©
Wzér splotowy okreslajgcy sygnat czasu ciggtego

x(t)= [x(r)5(t - 7)dz (1.15)

—00
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Reprezentacja sygnatu czasu dyskretnego

Przyktad sygnatu czasu dyskretnego
A x(n)

34

ol

14+

ol

-1+
Rys. 1.13

Opis sygnatu z rys. 1.13
x(n)=-6(n+1)+6(n)+25(n-1)+35(n-2) (1.16)
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Opis rownowazny

x(n)= x(=1)5(n +1)+ x(0)5(n) +
+x(1)3(n 1)+ x(2)6(n-2)=
= > x(k)s(n - k)

k=-1

Wz6r splotowy okreslajgcy sygnat czasu dyskretnego

x(n)= 3 x(k)5(n - k) (1.17)

k=—0
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1.2. Opis i wlasciwosci systemow
Klasyfikacja systemow
System okreslamy jako operacje matematyczng

przeksztatcajgca sygnat wejsciowy w sygnat wyjsciowy

System czasu ciggtego

— f() Lp—
x(f) n)

Rys. 1.14(a)

System czasu dyskretnego

— ft) Lp—
x(n) ¥n)

Rys. 1.14(b)

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Definicja
System czasu ciggtego jest liniowy, jezeli zachodzi

zaleznosc¢

F(ciXy(t) + CoX, (1)) = cf (X,(t)) + C,f (X, (1))

System czasu dyskretnego jest liniowy, jezeli zachodzi

zaleznos¢
F(C1X;(n) + C2x,(n)) = ¢4 (X;(1)) + C,f (x,(n))
System czasu ciggtego, przeksztatcajgcy sygnat
wejsciowy X(t) w sygnat wyjsciowy y(t), jest
stacjonarny, jezeli jego odpowiedzig na sygnat X(t - h)
jest y(t - h), dla kazdego ti dowolnego h.

System czasu dyskretnego, przeksztatcajgcy sygnat
9
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wejsciowy X(n) w sygnat wyjsciowy y(n), jest
stacjonarny, jezeli jego odpowiedzig na sygnat
X(n — N) jest y(n — N), dla kazdego (catkowitego) n i
dowolnego (catkowitego) N.

Odpowiedz liniowego i stacjonarnego

systemu czasu ciagtego

System pobudzany réznymi sygnatami wejsciowymi

—— —»— —»— —
x(t) ) a&l) h(®)

Rys. 1.15(a) Rys. 1.15(b)
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A{t) hA(t)
Rys. 1.15(c)
OplS )
aproksymowanego
funkcjg schodowg
sygnatu z rys. 1.11 b tot 10 DA
Rys. 1.11
S x(t,)eA, (t—t,) (1.18)
k=0
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Odpowiedz systemu na sygnat wejsciowy A, (t)
A,(t) > h,(t)

Odpowiedz systemu na sygnat wejsciowy opisany

wzorem (1.18)

S x(t, )eh, (t-t,) (1.19)

k=0

Przypadek graniczny & — 0
g0 A, (t)— o(t) h,(t)— h(t)

Odpowiedz systemu na sygnat wejsciowy x(t)

pokazany narys. 1.11

y(t) = :fx(r)h(t _7)dr (1.20)
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Odpowiedz systemu na dowolny sygnat wejsciowy

x(t)

y(t)= [x(z)h(t - 7)dz (1.21)

—o0

Odpowiedz liniowego i stacjonarnego
systemu czasu dyskretnego

System pobudzany réznymi wymuszeniami

x(n) yn) an) hin)
(@) (b)
Rys. 1.16
5(n)— h(n)
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I Politechnika todzka
. Wl st Automatyki

Sygnaty i systemy dynamiczne. CzeSc¢ |




Reprezentacja  splotowa  dowolnego
wejsciowego

x(n)= 3 x(k)s(n - k)

k=—

Odpowiedz systemu na rézne pobudzenia
5(n)— h(n)
5(n—k)— h(n - k)
x(K)5(n — k) = x(k)h(n - k)

h(
h(

k;i_gk)a(n—k): > x(k)h(n - k)

k=—0

systemu

(1.22)

Odpowiedz systemu na dowolny sygnat wejsciowy

y(n)= ¥ x(k)h(n k)

k=-o0

(1.23)
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2. Transformacja Laplace’a
2.1. Zaleznosci podstawowe

f(t) - funkcja czasu ciggtego

Definicja
F(s)= [f(t)e dt 2.1)
S=o0+jo - zmiennaO zespolona (pulsacja
zespolona)

F(s)= L ((t))
f(t) =L (F(s))

Warunek istnienia transformaty Laplace’a
Istniejig M >0 i ¢ > 0, takie, ze
f(t) < Me* dlakazdego >0
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Przyktad 2.1

f(t) =e”, a-liczba rzeczywista

Transformata Laplace’a funkgiji f(t)
F(s)=[eedt = [e C-okdt =~ g-a)|"

0 0 S—a 0
Zatozenie o = Re(s) > a

—(s-a)t

e =g alget 50 gdy t— o

F(s)=L(e™)= é (2.2)

Wzér (2.2) zachodzi rowniez dla zespolonej liczby a

13
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Przyktad 2.2

1(t) - funkcja jednostkowa

e 'dt = [e®dt = -
0

S

1 _
_est

0

0

Zatozenie o = Re(s) > a,wéwczas lime™ =0

>

(2.3)

Transformacja Laplace’a funkcji okreslonych dla

te(—oo,oo)

(a)

A e—at
a>0
1
>
0 t
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(b) 4 gty
0 1
() ol
1 a>0
E g
Rys. 2.1

Wszystkie funkcje pokazane na rys. 2.1 majg

jednakowg transformate Laplace’a
14
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2.2. Podstawowe witasciwosci transformaciji
Laplace’a

Jednoznacznos¢
Z rownosci

wynika

Funkcje f,(t) i f,(t) moga byé¢ rézne tylko w

punktach nieciggtosci
Liniowos¢

L(cfi(t)+c,fy(t)) = ciF(s)+ cFy(s)  (24)

Dowdd

L(efi(t)+ cohy(t)) =

0

=C1If1()

0
Przykfad 2.3
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(cifi(t)+ c,hy(t))e"dt =

“dt + ¢, [£,(t)e 'dt = ¢,F,(s) + c,F,(s)

fi
k

coswt = %(eja’t n e—jwt)

L(cosat) = 1(1 SE e"“’tj -
2 2
_1 jot —jat ) _
) sl
1 1 1 1 25 _ s
28—ja) 2s+jo 2s*+0° S*+0°
15
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Podobnie otrzymujemy

a

2 2

L (sinot) =
s +w

(2.5)

Liniowos¢é odwrotnej transformacji Laplace’a

L (K Fi(s)+ koFy(s)) =

p . (2.6)
= kil "(Fi(8))+ koL T(Fy(s))
Transformata pochodnej
¥ (%(tt)j _ sF(s)-(0) 27)

Przyktad 2.4

dx(t)

e x(t) = sin2t + 2cos2t x(0)=0

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

L (dz_&t)j + L (x(t)) = L (sin2t) + 2./ (cos2t)

2 S
X(s)—x(0)+ X(s)= 2
> (S) X( )+ (S) 32+4Jr s?+4

1 2(s+1) 2
X e . e
(s) s+1 s°+4 s°+4

x(t) = sin2t
Transformata cafki
¥ (if(r)drj 20 2.8)
Dowdd
Oznaczamy  g(f)= if(r)dr

16
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wowczas zachodzi

dg_f):f(t) oraz g(O):if(r)dr:O

Na podstawie wiasciwosci dotyczacej transformaty

pochodnej:
Fs) =4[ 92 - s6(s
Stad wynika
Gls) = F(s)

Przyktad 2.6
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£(r(t) = L ()= 2.9)
Przyktad 2.7
i(s(f)dfz{? )

4@5@)@ _1

S

Korzystajgc z wiasciwosci dotyczacej transformaty

catki otrzymujemy

£(5(c)) =1 (2.10)

17
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Twierdzenie o przesunieciu
Rozpatrujemy funkgje (t), f(t)1(t) oraz f(t — h)1(t-h)

(a) (b)

A f(t) A f(H)1(0)

o
i 4
-~V

(c) o f(t-h)1(t-h)

AN

h t

Rys. 2.2
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Zachodzi zaleznosé

L(f(t—h)1(t —h))=e*"F(s) (2.11)

Dowdd
L(F(t - W)t - h)= [F(t— )t — h)edt
0
Oznaczamy
t—-h=x

L(F(E— A= h) = [F(x)1(x)e ™ Pdx =

=e " [f(x)e ™dx = e *"F(s)
0

18
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Przyktad 2.8

Dany sygnat f(t)

i 4

0 h

Rys. 2.3
Wyrazamy f (t) w zaleznosci od funkcji jednostkowej

f(t)=1(t)-1(t-h)

Fls) =L Ot -h) =~ =~(1-e)
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Twierdzenie o wartosciach granicznych

x(07) = lim sX(s) (2.13)
lim x(t)= lim sX(s) (2.14)

2.3. Odwrotna transformata Laplace’a

F(S) - funkcja wymierna o stopniu licznika mniejszym

od stopnia mianownika

f(t)=3 res (F(s)eSt) (2.15)

j=15=P;j
Biegun prosty (pojedynczy) funkcji G(S)
resG(s) = lim|[(s - p)G(s)] (2.16)
s=p S—p

19
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Biegun I-krotny funkcji G(s)

s=p S—p

res G(s) = Iim[ 1

Przyktad 2.9

(I-1)'ds

@ Fsks - pyj

p,=-3 (I=1)
25 +1

(3_2)2(s+3)98t]:

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

f(t)= Voot 4 o2t~ 1ot
5 5

Rozktad na utamki proste

n(s)

(s-p)(s—py)...(s—pp)

(2.19)

20
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Rozktad funkgiji F(S) na bieguny proste

K
S—=p

F(s)= ﬁ (2.20)

Mnozymy obie strony réwnania (2.20) przez (S - p1)

(s-pF(s) =k + 5 5 (s-p)) @21
Stad wynika
ky = lim (s—py)F(s)
Ogdlnie
k, = S'L”,?, (s—p, )F(s) I=1,...,m (2.22)

Przyktad 2.10

Dana funkcja

UNIA EUROPEJSKA
eI B
wymierna
1
F(s)=
(s+2)(s+5)

Rozktad funkgji F(s) na utamki proste

F(s)= -t K

(s+2) (s+5)
1 1 1 1
K = |i “ 1 k=i -2
M5 3 2= M 273
21
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ﬂﬂzJj(@+2is+@j:401§%§

1 _ 1 _
_ g2t _ 1t

3 3

Biegun dwukrotny

n(s)

F(s)= (S_p1)2(3_p2)...(S—Pm)

Rozktad funkgiji F(S) na utamki proste

F(s)= Kis - Ki +§: K
(s—p,} s—py i=S—p

Obliczenie wspétczynnika K,

(2.23)

(2.24)
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lim (s = p;)* F(s) = ki

s—py

Obliczenie wspoétczynnika K,

(s—p)'F(s)=

= ki +k12(S_P1)+ Z(S_P1)2

ds

=Ky +

-~

=2 S—p

L (s-pfF(s)-

ik 2(s—py)(s—p,)-(s—p,)
=2 (s—-p)

im 2 ((s - p, 2F(s))

S—Pq dS

Il
=
N

22
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W ie funkcji f 0
yznaczene funkji f1¢) Llg(t)e)=g(t)e " =G(s— k) (2.29)
f(t)= L7 (F(s))= 0
R 2) N 0[,1£ Ky, j+ z ON( K, J Na podstawie (2.28) i (2.29)
(s-p1) s-p) i \s-p ,
L 1(—2J = teP" (2.30)
m S—p
f(t)= J1£—k11 5 j + ki e”" + Y kel (2.27) (s =1
(3 - p1) =2 Uwzgledniajac (2.30) w (2.27) otrzymujemy
Obliczenie pierwszego cztonu po prawej stronie m
réwnania (2.27) f(t) =k, te”" + ke’ + I_Z;k,ep’t (2.31)
A ke ), A 1 )
L ((S —p, )2 = kil (S —p, )2 Przyktad 2.11

Dana funkcja

Zaleznosci pomocnicze
S+3

(s+ 1)(32 +28+ 2)

()= (2.28) F(s)=

23
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Wyznaczanie biegunéw funkcji F(s)

(s+1)(s?+2s+2)=0

pr=-1 po=-1-j py=p;=-1+]
Rozktad F(s) na utamki proste
F(s)= oS B - (2.32)

S+1 s+1+] s+1—]
Wyznaczanie wspdtczynnikow Ky, K, K,

s+3
k, = 1NF(s)= =2
s|£n1(s+ ) () s,IEn1s +28+2

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

, S+3
K, = || 1+ j)F(s) =
2= fim (s DR = i s +1-))

-1-j+3 1 N i153.4°
- = (-2+j)=—./5¢
CilCiojea—p 202 H)=p%e

ky= Iim (s+1-j)F(s)=k, = 1\/§e‘“53-4°

——(1-j) 2
Podstawiamy K, k, k; w (2.32) i wyznaczamy
transformate

\/*e-11534

f(t)=2e" + \/gRe(e”‘r’&“oe‘(”j)t):
= 2e! ++/5e 'cos(t - 153.4")

f(t)=2e_t +%\/§ej153.4 —(1+j)t
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2.4. Podstawy rachunku operatorowego

Réwnanie prgdowego prawa Kirchhoffa w dziedzinie

Czasu

Rezystor

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Rownanie w dziedzinie czasu

u(t) = Ri(t) (2.36)
2k (t) =0 (2.33) Rownanie w dziedzinie czestotliwosci
L(Xi(t))=L(0) U(s)=RI(s) (2.37)
Réwnanie pradowego prawa Kirchhoffa w dziedzinie Cewka
czestotliwosc Réwnanie w dziedzinie czasu
>1.(s)=0 (2.34) .
u(t)= Ld'—(t) (2.38)
Réwnanie napieciowego prawa Kirchhoffa w dziedzinie dt
czestotliwosci .
L(u(t) = £ (L d’_(t)j
YU, (s)=0 (2.35) dt
25
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Roéwnanie w dziedzinie czestotliwosci
U(s)=sLI(s)-Li(0)
Dla i(0)=0:
U(s)=sLI(s)
Kondensator

Roéwnanie w dziedzinie czasu

u(t)=u(0)

t
+60i(f)df

Rownanie w dziedzinie czestotliwosci

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Dla u(0)=0
1
Uuls)=——I(s 2.43
(5)=_1(s) 243
Impedancja operatorowa
I(s)
zerowe U(S)
werunki —o=2(s) (244)
Us) I poczagtkowe I(S)

Rys. 2.4
1
Z =R Z =sL Z -
R(S) L(S) S C(S) sC
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Model cewki

U(s) = sLI (s)- Li(0)

Obwaod opisany rownaniem (2.45)

I(s)

—— |

<

ZL=SL

Li(0)

N

Model kondensatora

Rys.

V(s)

2.5

(2.45)

(2.46)

i KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGCIA SPOINOSC)

Unig Europe)skg w ramach Europs

UNIA EUROPEJSKA
EURCPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

2)sKIeqo Funduszu Spotecznego

Obwaod opisany réwnaniem (2.46)

Transmitancja operatorowa systeméw

Zo = u(0)
I(s) s¢ s
S,
<
U(s)
Rys. 2.6

wych i stacjonarnych

x(1)

—»——  warunki

X(8)

zerowe y(t)
+
poczatkowe | Y(S)
Rys. 2.7

H(s)= Y18)

X(s)

H(s")=H"(s)

linio-

(2.47)

(2.48)
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Transmitancja widmowa

Przyktad 2.12

H(jw)=H(s), s=jw
H(jo) = |H(jo) e

H(-jo)=H"(jo)

is(t) @

(2.49)

(2.50)

Y i(t)

i KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC)

UNIA EUROPEJSKA
EURCPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

I(s)=1o(s)+1c(s) =
=1y(s)+ SCRI,(s) =
= (1+SCR)ly(s)

1
His)=— - CR

1 1

1+sCR 1
CR

H(je) =

S b
1+ —
Wc

1

1+ J(”J
D¢

Odpowiedz impulsowa i jednostkowa

Odpowiedz impulsowa

x(t)=6(t)— X(s)=1
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x(t) = 1(t) > X(s) = %
Y(s)= H(s)X(s) = HTS)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

29

I Politechnika todzka
Instytut Automatyki

Sygnaty i systemy dynamiczne. CzeSc¢ |




3. Transformacja Fouriera

3.1 Wiadomosci podstawowe
Definicja
Transformata Fouriera

F(x(t) = X(jw)= [x(t) e Idt

—Qo0

Odwrotna transformata Fouriera

7 (X(j0) = x(t) = 5 | X(jo)e'do

(3.1)

(3.2)

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Transformata Fouriera (3.1) przeksztatca

sygnat x(t) w dziedzinie czasu w sygnat
X(jw) w dziedzinie czestotliwosci

Przyktad 3.1

A X(1)
A
>
a |° a
2 2
Rys. 3.1

30

WM Politechnika todzka
RUR '11<ty1ut Automatyki

Sygnaty i systemy dynamiczne. CzeSc¢ |




UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

a a : sinx
5 | A 2 sinc x = ——
X(jw)= | AeTdt =~ eI 2 X
a jo 1
2 A sincx
a jo) i) 1
__A e—JwE_erE _2Ae 2 _e 2:
Jo w 2]
sin—wa
— % nw_a = aA
w 2 L wa
2 N /\ VAN “—p
-475\/311 -2n\/—n 0 n\/Zn 3Tc\/4ﬂ X

sin— wa
X(jo) = aA (3.3)
;wa Rys. 3.2

31
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Wykres transformaty Fouriera sygnatu z rys. 3.1

w funkcji pulsacji @

4 x(jo)
aA

\\//\ 0 AN

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Widmo amplitudowe i fazowe

X(jo)= _zx(t)e‘j“’tdt =_oj;x(t)(cosa)t — jsinot)dt =
= [ x(t)coswtdt - j [ x(t)sinwtdt .
[x(t)cosatdt = U(w) [ x(t)sinatdt = V()

X(- jo)=U(w)+ V(o)
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xX(jo) = -2X(- jo)

X(jo) 1X(jo)
! $

widmo amplitudowe, widmo fazowe,
parzysta funkcja nieparzysta funkcja

| X(jo)| =| X(- o)

3.2. Wiasciwosci transformaciji Fouriera
Liniowosc¢
X(t)z C1X1(t)+C2X2(t) (3.4)
X(jo)= 7 (x(t) = c1X4(jo) + 2 X5 (jo)  (3.5)

Transformata Fouriera dowolnej kombinacji liniowej
sygnatow x4(t) i x,(t) jest takg sama kombinacjg

liniowa ich transformat Fouriera X4(jo) i X,(jo).

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Skalowanie
F(x(at)= x( jﬂj (3.6)
o] e
a - liczba rzeczywista
Dowdd
a>0 u=at
F(x(@t)= | xlat)edt =" [x(u)e '« du=
—0 a—oo
_1 X(jﬂj

o] e

a<0
~i%u

F(x(at) = | x(at)edt = [ x(u)e '« du=

— 00

:ix(jQ]
o] e
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Przypadek szczegolny a = -1

7 (x(-1))= X(- jo)

Przyktad 3.2 4 X0
A
1 0 1
——a —a
2 2
(a)

42|
a a

(b)

Rys. 3.4

i KAPITAL LUDZKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC)

UNIA EUROPEJSKA
EURCPEJSKI
FUNDUSZ SPOLECZNY

Ekspansja sygnatu w dziedzinie czasu powoduje
kompresje w dziedzinie czestotliwosci i odwrotnie.
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Twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie czasu

Sygnat x(t), sygnat przesuniety x(t —t,)
F(x(t)= X(jo)

T (x(t—ty)) = e X(jo) (3.8)

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Unie Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Podstawienie U =t —tj

F(x(t —ty))=e 1% ofx(u) e Jdy =

—00

=e 1 X(jo)

Whiosek

e 1% X(jw)| = e | X(jo)| = | X(jo)|

Widmo amplitudowe sygnatu przesunietego jest
takie samo jak sygnatu oryginalnego

le 1% X(jw)) = %(X(j0)) - ot
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Twierdzenie o przesunieciu w dziedzinie
czestotliwosci

F(x(t)) = X(jo)
7Zx(t)e! )= X(f- o)) (3.9)

Dowdd

Fx(t)el™t )= [x(t)elnteiolgt =

—0o0

_ Tx(tye - Xat = X(j(w - ap)

—0o0

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Przykfad 3.3

Modulacja amplitudowa
g(t) = x(t)coswyt (3.10)

x(t) - wiadomos, coswyt - nosnik

ja)Ot + e_ja)ot

cosawpl = >
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Na podstawie twierdzenia o przesunieciu w dziedzinie
czestotliwosci

7(9(t) = > X((@-ap))+ 2 X((@+ep)) (@11

Transformata Fouriera sygnatu niosgcego wiadomos¢

A X(o)
>
0 w
Rys. 3.6

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

4 7(g(t)
_X(i(or+an) _X(io-a)
/\ /\ »
20 Q) w
Rys. 3.7

Transformata Fouriera sygnatu g(t) sktada sie z
dwoch potowek transformaty Fouriera sygnatu x(t), z
ktorych jedna jest przesunieta o @, a druga o — w,

37

WM Politechnika todzka
. B (nstytut Automatyki

Sygnaty i systemy dynamiczne. CzeSc¢ |




UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Twierdzenie o rozniczkowaniu Uogdlnienie
dx(t) /. vy
| 7O _Goyxie) @1y
F(x(t)) = X(jo) dt
Twierdzenie o transformacie splotu
g(dx(t)j = joX(j) (3.12)
Splot sygnatow x,(t) i x,(t)
Dowaod
Odwrotna transformata Fouriera X(t) = X, (l‘)* X, (t) — jx1 (z') X, (l‘ — T)d r (3.14)
1. ot
x(t) = E_LX(JCO)G do Transformata Fouriera splotu sygnatéw X,(t) i X, (t)
dggt) - 21 Tja)X(ja))ej“’tda)?(—dzgt)j = joX(jo) F(x(t) = Xi(jo) X,(jo) (3.15)
T oo
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3.3. Uogdlniona transformacja Fouriera
5(t) - impuls Diraca
F(5(t)= [ty dt =e | =1
F(5(t)) =1 (3.16)
Transformacja przesunietego impulsu Diraca
F(S(t—t,))=e7"

Dana transformata Fouriera F(jw)=6(w) pewnej
funkgji f(t)

Funkcje f(t) okresla odwrotna transformata Fouriera

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

()7 (6(0) =, 5(0)e'dor -

— iejaﬂ‘ — i
2 =0 21
g(i) _ 5(0)
27
F (1) = 276(w) (3.17)

Dana transformata Fouriera ?(ja)):é(a)) pewne;
funkcii £(t)

F(t) = 7(8 (+ my)) = % [5(w+wy)e'der =
_ ieja)t‘ — ie—ja)ot
27 w=—ay 2
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Fle )= 278(w + w, ) (3.18)
7 (e )= 225(0 - w,) (3.19)
Transformata Fouriera funkcji COS @, t
cosw,t = %(ej“’ot + e‘j“’ot)
F(cosayt) = 7(5(w - wy )+ S(w+ wy))  (3.20)

Obraz graficzny transformaty Fouriera funkcji cos w,t

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Unig Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

A 7 (cos wgt)

7r5(a)+a)o)T T 76 (0 — wy)

) 0 W®q

Rys. 3.8

Transformata Fouriera funkcji Sina,t

g(sina)ot) - g(i (ejwot . ejwot)J _

2]

>
W
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Re(F (sinw,t))=0 (3.21)
Im(Z (sinwgt)) = 7(5(w + 0y) - 5(w — w,))  (3.22)
Obraz graficzny transformaty Fouriera funkcji sinaw,t

A Im(F (sinw,t))

78(0 + ag )

°V

— 78(0 — @y )

Rys. 3.9

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Unie Europejskg w ramach Europejskieqo Funduszu Spotecznego

3.4. Transformacja Fouriera funkcji
okresowych

Rozkfad funkcji okresowej X(t) w szereg Fouriera

x(t)= Y.¢ e (3.23)
k:—OO
5k - wspotczynniki wykfadniczej postaci szeregu
Fouriera
X(jo)= | ( zEkejkwofje-iwfdt
—oo \k=—0

X(jw)= 3 (Ek Tejk“’ote‘j“’tdt] = iEkgf(ejk“’ot)

k=—

—0o0

?(ejkwot ) =276(w — kay )
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X(jo) =27 3 &,5(0 - kay)

k=—w
Przyktad 3.4
Dany sygnat okresowy S(t)

L1

s(t)

-3Ts 21y -Ts ‘0 Ts 2T 3Tg

(3.24)

(3.25)

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Unig Europejskg w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Rozkfad sygnatu S(t) w wyktadniczy szereg Fouriera

T
- 12 _ 1 27
=— [ o(t) e Hostdt = — ===
Ck TS ‘7[3 ( )e TS a)s TS
)
s(t)= 1 ie““”st (3.26)
TS k=—x

Transformata Fouriera sygnatu s(t)

S(jo)== Y 6o —ko,) = o, i&(a) — ko, ) (3.27)

s k=— k=—
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Obraz graficzny transformaty Fouriera sygnatu S(t)

S(jo)
CUST a’sT CUST Wg C‘JST CUST CUST
“Bws 205 —0 0 ws 20 3o W
Rys. 3.11

3.5. Odpowiedz systemu
Dany system liniowy i stacjonarny

x(t) ¥(t)
_»— 4>—
X(jw) Y(jw)
Rys. 3.12

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Unie Europejskg w ramach Europejskieqo Funduszu Spotecznego

Odpowiedz systemu w dziedzinie czasu

o0

y(t)= x(t)*h(t)= [x(z)h(t - 7)d =
. - (3.28)
= jh(T)X(t — z‘)dz'

Odpowiedz systemu w dziedzinie czestotliwosci
Y(jo)=H(jo)X(jo) (3.29)

H(jw)= [h(t)e dt = [h(t) e dt =

s=jw

—[h(t)edf] =H(s)

S=jw

Wyznaczanie transmitancji widmowej
H(jw)=H(s)

(3.30)

s=jw
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Przyktad 3.5
Dany uktfad liniowy

10

ult) T)

Rys. 3.13

u(t)=e1(t)

Wyznaczenie transmitancji operatorowej

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Transmitancja widmowa

o T ey gy
STl 1+ jw

V1 + @?

Transformata Fouriera sygnatu wejsciowego

H(jow)=H(s)|

U jo)= [ u(t)e™dt = [e *1(t)e "dt =

_ Te—(2+ja))tdt _ 1. o-(2+io) ) _ 1. _
0 2+ jw o 2tjw
_ 1 e—jarctg‘”zg
4 + 0
Uo (J a)) - ‘ Uo (J a))‘ej;ﬁ(w)
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Uo (ja)) = H(ja))Ui (ja))

Widmo amplitudowe sygnatu U, (t)

Widmo fazowe sygnatu u,(t)

¢(w)=arctgw — arctg%

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

h Europejskiego Funduszu Spotecznego

Widmo amplitudowe sygnatu u,(t)

A|Uo(j(0)|
0.5

Rys. 3.14
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Widmo fazowe sygnatu u,(t)

ntacja multimedialna wspotfinansowana

przez Un

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

1§ Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego
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4. Transformacja Fouriera sygnatow dyskretnych (DTFT)

4.1. Wprowadzenie

Transformata Fouriera sygnatu ciggtego

X(jo)= [x(t)e dt

X(mTS) - sprobkowany sygnat X(t)

X(jo)= Y x(mT,)e *™T, (4.1)

m=—o

!
I
S
~
I

1) . ,
f_ - pulsacja znormalizowana
S

Oznaczenie: X(mTS) = X(m)

Transformata Fouriera sygnatu dyskretnego X(m)

X(e"?)= 3 x(m)e ™ 42)
m=—oo
Przykfad 4.1
Dany sygnat dyskretny
x(m)=a"u(m) |a|<1

Transformata Fouriera sygnatu X(m)

X(ej“’) S ameIm? — i(ae ‘“’)

m=0

1

Xe )= e
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o0

Przyklad 4.2 X( Ja)+27z' ) ZX( )e —jm a)+27z) —

Transformata Fouriera probki jednostkowej m_o_ooo VT
_ Zx(m) e—Jma)e—Jm27r —
(er) 25( )e I — 1 M=o
e = Y x(m)e ™ - X(e(ja))

4.2. Wiasciwosci transformacji Fouriera . .. m:_w
sygnatow dyskretnych Liniowose

. x(m) = a,x,(m)+ a,x,(m)
Okresowosc¢

X(e!@27)) = x(ei?) (4.3) X(e?)=a,X,(e/?)+a,X,(e?)

Dowod Przesuniecie

x(m)

)“((m) = X(m — mo) przesuniety o m, sygna’rx(m)
48
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Transformata Fouriera sygnatu przesunietego

X(e7)= ¥ x(m-my)e i =

(4.4)
_ ix(m _ mo) e-J(m—mo )@ e IMo®

m=—ow

k=m-m,

X(e1®) = e iM0® ¥ y(k) ek —

( ) k:z—oo ( ) (4.5)
= e‘ij‘T’X(e‘ﬁ)

Przyktad 4.3

x(m)=8(m-m,). X(e?)=em?

Przesuniecie w dziedzinie czestotliwosci

x(m) ——» X (ej‘ﬁ)

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

~

x(m) = x(m) e™

Transformata Fouriera sygnatu )?(m)

)‘((ejﬁ): ix(m) o imao o-ima _

= 3 x(m)e i@ (4.6)
_ X(ej(a—a’o))
Transformata splotu

Dany splot sygnatéw x(m)i y(m)

w(m) = x(m)* y(m) = k;i_wx(k) y(m-k) (47
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Transformata splotu
w(e?)= x(e?)y (e/?) (4.8)

Twierdzenie Parsevala

> [x(m) = L]

m=—o

X(efg’)‘2d&‘) (4.9)

T

4.3. Odpowiedz dyskretnych systeméw
liniowych i stacjonarnych

UNIA EUROPEJSKA
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Odpowiedz systemu w dziedzinie czasu

y(m) = h(m)+ x(m) = kiwh(k)X(m ~k)

Na podstawie twierdzenia o transformacie splotu
otrzymujemy odpowiedz systemu w dziedzinie

czestotliwosci

h(m) - odpowiedz systemu na probke jednostkowg Y(ejg) ) = H(eja )X(ejg)) (4.10)
x(m) y(m)
> him) |,
Rys. 4.1
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5. Dyskretna transformacja Fouriera (DFT)
5.1. Wiadomosci podstawowe
Definicja:

Dany ciag {fm} liczb rzeczywistych lub zespolonych:
fo, foee, fys

Dyskretna transformata Fouriera jest ciggiem {Fn}
Fo, Fp, oo Fy
gdzie
N-1
F.=>fw™ n=0,12,..,N-1 (5.1)
m=0

27

w=eN
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Odwrotna dyskretna transformata Fouriera
1 N-1
f =—YFw™ m=0,12,.., N-1
Nn=0
Wiasciwosci DTF
Dla ciggu utworzonego z liczb rzeczywistych i

dowolnego N € {O, 1,....,N— 1} zachodzi

Fna=Fi (5.2)
Przyktad 5.1
Dla ciggu
f,=2 dla m=0,1 f,=1 dla m=2,3
wyznaczy¢ DFT

2 T
2z E
Poniewaz N =4, wiecw =€ 4 =e? =
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Ze wzoru definicyjnego wynika Obraz graficzny ciagu {fm}

3
Fo= S ™ =242 +]2" 4j3 =
m=0

4 fﬂ‘l
(5.3)
=2+2]" +(=1)" +j". =1 Rys. 5.1
4
Podstawiajgc do zaleznosci (5.3) n=0,1,2,3 | |
[ I [ I >
otrzymujemy o 1 2 3 4 m
. —i45° . i45°
Fo=6,F=1-j=+2e" F,=0,F =1+j=+2¢ Widmo amplitudowe sygnatu z rys. 5.1
IF,| - widmo amplitudowe sygnatu {f,, } AR,
6T Rys. 5.2
Zi(Fn) - widmo fazowe sygnatu {fm}
"1
| t 1 i >
0 1 2 3 4 n
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Widmo fazowe sygnatu z rys. 5.1

45° T |

—45° T

Rys. 5.3

5.2. Ciaqgi okresowe o okresie N

Dyskretng transformate Fouriera okresla sie dla

ciggu N liczb odpowiadajgacego okresowi
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Liniowos¢ DFT
DFT kombinaciji liniowej sygnatow {fm} oraz {gm}

th = ot + 9

jest takg samg kombinacjg liniowg ich transformat

tH,} = laF, + 3G,

Dowdd
N-1 N-1
Hf‘l = Z(afm +IBgm)W_mn =a zfmw_mn +
m=0 m=0
N-1
+ﬁ zgmw_mn = aFn +ﬂGn

53

WM Politechnika todzka
RUR '11<ty1ut Automatyki

Sygnaty i systemy dynamiczne. CzeSc¢ |




Twierdzenie o przesunieciu

Dany sygnat okresowy {fm} majgcy dyskretng

transformate Fouriera {Fn}.
Dyskretna transformata Fouriera sygnatu przesunietego
{f .} wynosi {H, }= {Wk”Fn } (5.4)

Przyktad 5.2

Dane ciggi okresowe

fn)=111.0,0}, {g,;=1{0,0.11
Wyznaczenie dyskretnej tarnsformaty Fouriera

ciagu {f,,}

N =4 w=e 4 =]
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3 1
Fn - mew—mn - Zj_mn
m=0 m=0

Bezposrednie wyznaczenie dyskretnej transformaty

Foureira sygnatu { m}

3 —mn 3 —mn
G,=29.Ww " =2]j
m=0 m=2

G,=2, G =-1+j, G,=0, Gy;=-1-]

Zaleznosci pomiedzy sygnatami {fm} i {gm}
gm = fm—2
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Wyznaczenie dyskretnej transformaty Fouriera sygnatu

{gm} na podstawie twierdzenia o przesunieciu
G, =w™'F, = *'F,

G, =j°F, =-1+],

G,=j°F=-F, =-1-]j.

G,=F, =0,

Splot okresowy sygnatéw {fm} i { m} o tym
samym okresie N

Definicja

N-1
h,=f,*g,=2>f.9,m (5.5)
m=0
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Twierdzenie o splocie okresowym

Dyskretna transformata Fouriera sygnatu
hn - fn * gn

wynosi

H,=FG

n n=n
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6. Prébkowanie sygnatéw ciagtych
6.1. Sygnal spréblowany impulsowo
Zalozenie: sygnaty o ograniczonym pasmie

czestotliwosci

x(t) A

T

Ts |0 Ty 2Ty 3Ty 4Tg t

Rys. 6.1
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Sygnat sprébkowany impulsowo

%(t)= > x(mT,)s(t - mT,)=
’”;‘“ (6.1)
= ZX(t)5(t - st)

m=—o

Widmo sygnatu sprobkowanego impulsowo

X(jw)= [(t)e ”dt =

—00

_ ( ix(t)d(t—st)je‘j‘”tdt= 62)

m=—o0

x(t)e ™ 3 5t —mT,)dt

m=—oo

!
!
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s(t) = i 5(t —mT,) - sygnat okresowy o okresie T, X(jo)T, = i X(j(w - w,0)) (6.6)
Rozktad S(t) w szereg Fouriera Przyktad 6.1
(R Widmo sygnatu o ograniczonym pasmie
S(t)ZT— _Z_lej ° (6.3) czestotliwosci

" © . 1 o0 . A X(Ja))
jo)= | (x(t)e""t a Ze“"S“tj it (64

e 12 2 ( —j(a)—a)su)l‘) a): /\/0\ :ws >

X(Ja)): T_S_‘[O Uzz_:wX(t)e dt (65) ——28 ) g - @

Rys. 6.2
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Widmo sygnatu sprébkowanego impulsowo X(jo) _ X(jo)
| H(Jw) -
. @
pomnozone przez T dla > > @,
A Hijo)
(a)
A )A((Ja))Ts Ts
X(j(@+ws)) X(i(w—ws))
>
i —
—Ws _Y% - b
s o 7 (b)
Rys. 6.4
Rys. 6.3
X(jw) = X(jo)H(jo) (6.7)
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Widmo sygnatu sprobkowanego impulsowo
. @
pomnozone przez T, dla — < a,.

Zjawisko aliasingu.

A )A((Jw) Ts
. o 5 oy .
-Ws o Wg a)_s ao Ws
2 2
Rys. 6.5
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6.2. Twierdzenie o prébkowaniu (Shannona)

Niech X(t) bedzie sygnatem czasu ciggtego o
ograniczonym pasmie czestotliwosci (— @y, a)o).
Niech sygnat X(t) bedzie reprezentowany za pomocqg

probek X(mTS) wyznaczonych z czestotliwoscig

prébkowania fsz?, czyli pulsacja o, = 2xf,.

S

Jezeli w, > 2w, to sygnat X(t) moze by¢ doktadnie

odtworzony na podstawie probek x(mT, ).
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Sygnaty nie spetniajgce warunku ograniczonego

pasma czestotliwosci

A X(jo)

Rys. 6.6
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3 multimedialna wspolfinansowana przez Unig Europe)skg w ramach Europejskieqo Funduszu Spotecznego

Filtr anty-aliasingowy

A H(jo)
1 Rys. 6.7
>
- 0 o
A X(jo)
Rys. 6.8
I I >
-k 0 @ 0]
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7. Transformacja Z

7.1. Wiadomosci podstawowe
Definicja

x(n) - ciag liczbowy (sygnat dyskretny)
Z — zmienna zespolona

X(z)= éx(n) z7"

Oznaczenie transformaty Z

Z(x(n)) = X(z)

Odwrotna transformata Z

x(n)=2"(X(z))

UNIA EUROPEJSKA
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Transformata Fouriera ciggu skonczonego

X(z) = x(0)+ x(N)z™" + x(2)z* +...+ x(N)z™ (7.2)
Przyktad 7.1

Dana probka jednostkowa (impuls jednostkowy)

5(n)_1 da n=0 73)
1o da n=#0 '

Transformata Z prébki jednostkowej

Z(5(n)) =1 (7.4)
Przyktad 7.2
Dany sygnat dyskretny

x(n)=1{1aa2..}
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Transformata Z sygnatu X(n)

X(z)=1+az'+a°z % +...= i(gj (7.5)
n=0\ Z

X(Z) jest granicg szeregu geometrycznego (7.5)

1 z
X(z)= = 6
(2) @ za (7.6)

V4

Dla a =1 sygnat X(n) staje sie dyskretng funkcjg
jednostkowg

Na podstawie (7.6) otrzymujemy

2(1(m)= "~ (7.7)
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7.2. Wiasciwosci transformacji Z
Liniowos¢

x,(n), x,(n) - sygnaty dyskretne,
Xi(2)=Z(x,(n)), X,(z)=Z(x,(n)), c;, c, - state

Zachodzi zaleznos¢
Z(cyx1(n)+c,x,(n)) = ¢, X,(2) + ¢, X,(2)  (7.8)

Whiosek: transformacja Z jest operacjq liniowg

Przyktad 7.3

Wyznaczy¢ transformate Z sygnatu
x(n)=(0.3)" —2(0.5)"
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Korzystajac z liniowosci transformacji Z oraz ze wzoru

(7.6) otrzymujemy

z z ~z(z-0.1)

X(z)

Reguta rézniczkowania

Transformacja Z sygnatu X(n)

X(z)= ix(n)z‘”

n=0

Pochodna funkcji X(z)

dX(z) & i

=—) X\n)hz
dz ngo ( )
Po przeksztatceniach
R @) _ $ x(mnz = Z(nx(n))
Z n=0

— _2 —
z-03 z-05 (z-0.3)(z-0.5)
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Wzoér pozwalajacy wyznaczy¢ transformate Z sygnatu

n(n)

Przyktad 7.4
Dany sygnat dyskretny

x(n) = {O, 1,2, 3, }
Sygnat X(n) wyrazony w kategoriach funkgciji
jednostkowej 1(n)
x(n)=n1(n)
gdzie

I
1(n): 0O dla n<O
1 da n>0

(7.9)
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Obliczenie transformaty Z sygnatu x(n)

Z(x(n)) = Z(m(n)) = —zd—dZZ(1(n)) (7.10)

Transformata Z sygnatu 1(n)
Z((n)) = 2 (7.11)

Transformata Z sygnatu X(n) obliczona ze wzoru

(7.10), przy uwzglednieniu (7.11)

Z
X(z)=2Z(x(n))= (7.12)
B)= 2= 2
Przyktad 7.5
Dany sygnat dyskretny
x(n)= g7 | (7.13)
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Postac¢ rownowazna
_. _. n
e jonT — (e ja)T)
Podstawienie

—joT _

e a

Obliczanie transformaty Z sygnatu (7.13) na podstawie
wzoru (7.6)

V4

Z(e—ja)nT ) = (7.14)
Analogicznie
- b4
Z(eJa)nT): — (7.15)

Korzystajac z (7.14) i (7.15) obliczamy transformate Z

1/ .
sygnatu cosnoT = E(emwT einoT )

Z(cosna)T):l( R j(7.16)

2\ z—el?T  z_g7iT
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Przesuniecie sygnatu

Dany sygnat X(n), pokazany narys. 7.1
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Sygnat przesuniety X(n — 2)

A x(n-2)
3 <4
4 x(n)
4
3 —t
1 +
.
| J 1 I | —>
L 302 o 1 2 3 4 5 &
|
3 I_z 1I 0 1 2 3 Rys. 7.2
+-1
Transformata Z sygnatu Z(x(n — 2))
Rys. 7.1 4 2
Z(x(n-2))=-1+z"+z72Z(x(n))
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Ogodlnie
Z(x(n—k)) = (7.17)
= x(-K)+ x(-k+N)z "+ ..+ x(- )z + 77K X(2)

Jezeli x(n)=0 dlan <0, to

Z(x(n—k))=z"X(z2) (7.18)

7.3. Odwrotna transformacja Z
x(n)=2(X(2)) = =~ [ X(2)z" dz
27 ¢
C — krzywa zamknieta na ptaszczyznie zmiennej
zespolonej z obejmujgca poczatek uktadu wspodtrze-
dnych, lezgca w obszarze zbieznosci i majgca

orientacje przeciwng do ruchu wskazéwek zegara
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Wiasciwosé liniowosci

Odwrotna transformata Z jest operacjg liniowg
Obliczanie odwrotnej transformaty Z funkcji wymiernych
Przyktad 7.6

Dana funkcja wymierna

X(z)= (z- O.4)Z(z -0.8)

X(2)

Obliczenie funkcji | jej rozktad na utamki proste

X(2) 1 K K,
4)(z-08) z-04 z-0.8
)
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+2.5
z-04 z-0.8

Na podstawie liniowosci odwrotnej transformaty Z oraz
wzoru (7.6):

x(n)=-2.5-(0.4)" +2.5-(0.8)"

X(z)=-2.5

7.4. Splot dyskretny

Dane sygnaty X,(n) oraz x, (n)

Zalozenie

x,(n) = x,(n)=0 dla ujemnych n
Teza

Z(x,(n)xx,(n)) = X,(2)X,(2) (7.19)
Dowdd

X(z)= X,(2)X,(z) =

1(1)2 +x,2)z2+-)  (7.20)
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X (Z) jest transformatg Z pewnego sygnatu x(n)
X(z)=x(0)+ x(1)z7" + x(2)z* +---  (7.21)
Poréwnanie odpowiednich wspotczynnikow wyrazen
(7.20)i (7.21)
x(0) = x;(0)x,(0)
x(1) = x,(0)x, (1) + x,(1)x,(0)
x(2) = x,(0)x,(2) + x,(1)x,(1) + x,(2)x,(0)

Ogolnie
x(n)= ¥ x,(m)x,(n —m) = (7.22)
. m=0 n=0’1’2’...
= Sx(m)xy(n—m) = x,(n)» x;(n)
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7.5. Systemy dyskretne, liniowe i stacjonarne
Dany system dyskretny o odpowiedzi na probke

jednostkowa, h(n)
X(n) - sygnat wejsciowy, X(n) =0 dla n<O0;

y(n) - sygnat wyjsciowy
Zachodzi wzor (1.23):

yin)= Sxtk)hin -
Poniewaz x(n)=0 dla n <0:

y(n)= 3 x(k)h(n - k) (7.23)

Y(z) = H(z) X(2) (7.24)
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Dany system opisany rownaniem réznicowym

aoy(n)+ay(n-1)+-+ay(n-k)=
= box(n)+byx(n—=1)+---+ b,x(n-p) (7.25)
X(n) - sygnat wejsciowy, y(n) - sygnat wyjsciowy
Zatozenie:
x(n)=0dlan<0, y(n)=0dan<0
Wyznaczamy transformate Z obu stron rownania (7.25)
a,Y(z)+a,z'Y(2)+--+a,z"Y(z)=
= by X(2)+ bz X(2)+ -+ b,z " X(2)

Stad wynika
H = = — — (7.26)
X(z) a,+az'+---+a.z
H(Z) - transmitancja systemu dyskretnego
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Przyktad 7.7
Dany jest system dyskretny opisany rownaniem
réznicowym

y(n)-2y(n-1)=3x(n). y(-1)=0. (7.27)

gdzie
x(n)="1(n)
Wyznaczamy transformate Z obu stron rownania (7.27)
Y(2)-2[zY(2)+ y(-1)|=3-Z(1(n))  (7.28)
Uwzgledniajac

Z(1(m)= %

w rownaniu (7.28) otrzymujemy

UNIA EUROPEJSKA
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Obliczamy odwrotng transformate Z funkcji Y(Z)

@:—3 1 +6 1
Z z-1 z-2

Y(z)=—3i+6 z
z-1 Z—2

Korzystajgc z (7.6) i (7.7) znajdujemy
y(n)=Z(Y(z))=-3+6-2"
Poddajac obie strony réwnania (7.27) transformacji Z
otrzymujemy
Y(z)-2z7"Y(2) = 3X(z2)
Stad

H(z)= = =5 (7.29)
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Reprezentacja systemoéow dyskretnych za
pomoca schematéw blokowych

Elementy schematéw blokowych

Blok
x(n) ax(n) x(n) x(n-1)
—p» 1 a > —p Z—1 A —

Wezet sumacyjny
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Przyktad 7.8

Utworzyc schemat blokowy systemu opisanego

réwnaniem réznicowym (7.27)

Réwnanie (7.27) przepisujemy w postaci
y(n)=3x(n)+2y(n-1)

Schemat blokowy

X(ny =] 8x(m), y(n)
2y(n-1) y(n)
2
4k
y(n-1)_2
Rys. 7.3
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7.6. Rozwigzywanie rownan réznicowych
Przyktad 7.9

Dane jest rownanie roznicowe

y(n)-y(n-1)-2y(n-2)=1n)-0.1-1(n-1)
z warunkami poczatkowymi
y(=10)=-1 y(-2)=0.5
Y(2)-(y(-1)+27Y(2))-
“2Ay(-2)+y(- Nz + 2% (2)=  (7.30)
= X(2)- 0.1(x(= 1)+ z'X(2))
gdzie

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Stad wynika

(1-z"-2z2)y(2)-y(-N)-2y(-2)-2y(-Nz" =

= (1-0.1z")-2 _z-01 (7.31)
z-1 z-1

Podstawiamy warunki poczatkowe | rozwigzujemy

rownanie (7.31) wzgledem Y(Z)

—1+1—22‘1+Z_01'1
Y(z)= Z-1 _
) 1-z7"' -2z

—21+2z '+ 7

(z- 1)(1 —z - 22‘2)
_ z(2-21z+2)

(z=N(z+1)(z-2)
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Obliczamy odwrotng transformate Z funkcji Y(Z)
rozktadajgc funkcje Y(Z)/ Z na utamki proste
Y(2) z-21z+2 K, L Ko K

z  (z+1)(z-1)(z-2) o z+1 z-1 z-2
Wyznaczamy wspéiczynniki K, K,, K,

Y(2) z°-21z+2
K, = li 1)———= = |i =0.85
1 zlf_]1(z+ ) z _Jm, (z-1)(z-2)
Y(2) z°-21z2+2
? 'z”ll(z ) z ~im (z+1)(z-2)
Y(2) z°-21z+2
° yinz(z ) z ~m (z+1)(z-1)
Otrzymujemy
Y(z)=0.85-% 0452 1062 (7.32)
zZ+1 z-1 z—-2

UNIA EUROPEJSKA

KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI

NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY
Unig Europejska w ramach Europejskiego Funduszu Spotecznego

Korzystajac ze wzorow (7.6) i (7.7) otrzymujemy

nj)=
yn) (7.33)
= 0.85(-1)" ~0.45-1(n)+0.6-2" n=0,1,...

Schemat blokowy systemu opisanego réwnaniem (7.33)

2_1 H — 0.1
x(n) r 2'_\ y(n)

Rys. 7.4
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7.7. Poréwnanie transformacji Z oraz
transformaciji Fouriera (DTFT)

Transformata Fouriera sygnatu dyskretnego X(m)
Wynosi

X(e?)= 3 x(m)e 1o (7.34)

m=—ow

Jezeli x(m)=0 dla m < 0, to wzér (7.34) przyjmuje

postac

X(ej&" ) = 3 x(m)e i (7.35)

m=0

Transformata Z tego samego sygnatu X(m) Wynosi

X(z)= 3 x(m)z™ (7.36)

m=0

UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI EUROPEJSKI
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSC] FUNDUSZ SPOLECZNY

Unie Europejskg w ramach Europejskieqo Funduszu Spotecznego

Poréwnujac (7.35) i (7.36) otrzymujemy

X(e7)= X(z) ~ (7.37)

z=e
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